PROYECTO: TECNOLOGIA Y EDUCACION A DISTANCIA
EN AMERICA LATINA Y EL CARIBE

Programa Interamericano de Capacitacién de Maestros

Serie * Ensenanza de las matematicas

MODULO 5

ETTRN) e

“UNIVERSIDAD

PEDAGOGICA

NACIONAL ILCE B I D



PROYECTO: TECNOLOGIA Y EDUCACION A DISTANCIA
EN AMERICA LATINA Y EL CARIBE

Programa Interamericano de Capacitacion de Maestros

Serie « Ensenanza de las matematicas

MODULOS

Tenoch E. Cedillo Avalos, upn
Valentin Cruz Oliva, ILCE
Enrique Vega Ramirez, upPN
Rodrigo Cambray Nurez, upN

Alejandro Diaz Barriga Casales
Instituto de Matemadticas, UNAM

Carolyn Kieran
Universidad de Quebec en Montreal, Canada




Proyecto: Tecnologia y Educacién a Distancia en América Latina y el Caribe
Programa Interamericano de Capacitacion de Maestros

Serie: Ensenanza de las matematicas

Seccién: Algebra

Modulo 5: Juegos y regularidades algebraicas

Disefio de coleccion y de portada: Margarita Morales y Mayela Criséstomo
Formacion: Miguel Angel Silva Aceves
Correccion de estilo:Armando Ruiz Contreras

Primera edicion: 2006.

¢ Derechos reservados por el Banco Interamericano de Desarrollo.
¢ Derechos reservados por la Universidad Pedagégica Nacional.
Carretera al Ajusco niim. 24, col. Héroes de Padierna, c.p. 14200,
Tlalpan, ciudad de México, D.F
WWW.Uupn.mx

ISBN 970-702-183-7 obra completa
ISBN 970-702-177-2 médulo 5

Impreso y hecho en México



Presentacion del PrOYectO .........cccocceeeuerierieiecieeeieteeeeeeete et sae e saeaeanens 5

INEPOAUCCION ....c..iiniiiiieieee ettt ettt e re e v s e asaeeas 29
Juegos y regularidades algebraicas ..............cocceceevuevieriereenieeieeneee e 33
ODJELIVOS ...o.eiiieiieieteeteceete ettt e e e e steese e ae e e beeaseseeseeesesssensesssensasnsenns 33
Planeacidn de las actividades con 10s alumnos ............c.cccceveeceevieesieneeeennenne 33
PriMera SESIOM ..c.veuiireieiieieet ettt ettt st aeaeens 33
SEEUNAR SESIOM ..eviererieiieiieiiestietesteette st e eteeseesteetessesnaessaestensesasesseessassessnasenns 34
Descripcion de las actividades .............ccoceeveruirenienieieieieceeeeeereee e 35
PrIMeTra SESIOM ..cuvenretieteteeietet ettt sttt 35
SEEUNAR SESIOM ..euveiienrieireieeeieterteeteeteeet ettt este st ebesaeessesaeestesssenaesssensaassenseens 38
Lo que hicieron 10S alUmnOS ............c.cecuriviieieriieeiiecteesre e eee e seeesnesseaesneas 41
ReSpUuestas eSPETAdAS .....cecveeuerrueerieerireeieeseeseresieesaresteesaeessesssesssnessnessseesnees 41
Respuestas N0 ESPETAAS ......cceeeeeereeeeeeireeseeereeereeiteeeseeeseeeesreeseeesseesseensneeseas 47
DIfICULTAAES ©eeuveveeererieeieieeee ettt et et e e sa e esae e e sseeanenas 50



Descripcion de las actividades ..........cccceevveiviiinieniieiniennieeeesecsreesee e see e 52

Lo que hicieron 10S Maestros ...........cccoeeirviriuernieerieesireesieesseesisessseesssesssessseeenne 54
Respuestas eSPeradas .....eeeeveerveerueerueeesieneiertesse et este et e s e et esane e sne e eane 54
Respuestas N0 eSPeradas .....coceevveerueeereerrueeriensreeerieneeeseesreesseessneesseesseenneennne 57
DIfICULEAAES vttt 57

Lo que aprendieron 10s alumnoOS ..........ccceeeiviereineneniienniiencenee e 57

Recomendaciones para 1a ensefanza ..........cccccoeceeveeeeeeneeeneeneenneeennesseeennenns 58

AmPLiacion del teMa ..............ccueeuieieeieiieieiee et neees 60
Progresiones aritMEtiCas ......eeveeveeerueerirerrueesieeneesieeeseesaeeseeesnee s e eseeesseeesnnesaees 60

BIDIOGIAfia ........cceeuieieeiirieieieeete ettt 77

ADPENAICE ... e 78



PRESENTACION DEL PROYECTO

Tenoch Cedillo Avalos
OBJETIVOS

La serie Ensenanza de las Matematicas se desarrolla en el marco del Proyecto de
Tecnologfa y Educacion a Distancia en América Latina y el Caribe; esta serie tiene
como propdsito central fortalecer el conocimiento de las matemdticas escolares
y las précticas de ensefianza de los profesores que se desempefian en el nivel
de educacién secundaria (7°-9° grados, 13-15 afios de edad). En este propdsito
subyace la hipdtesis de que un mejor desempeno de los docentes se reflejard en
aprendizajes mds sélidos y de mayor calidad en los alumnos.

Pretendemos que la discusién y andlisis de los materiales que incluye esta
serie, permitan a los maestros reflexionar sobre sus concepciones y practicas de
ensefianza, y que esta experiencia les proporcione elementos para responder
preguntas como las que planteamos a continuacion:

e ;Cree que sus estudiantes no pueden resolver problemas a menos que usted
les haya ensefiando previamente cémo hacerlo?

e ;Cree que siles pide a sus alumnos que resuelvan un problema ellos lo hardn
en formas muy similares?

e ;Creequepuede emplear las soluciones que desarrollan sus estudiantes como
fuentes para enriquecer sus estrategias de ensefianza? ;C6mo?

e ;Cree que es conveniente propiciar oportunidades para que sus alumnos
resuelvan problemas usando sus propias estrategias? ;Por qué?

e ;Cree que es conveniente pedir a sus estudiantes que le informen cémo
razonaron para resolver un problema dado? ;Por qué?

e ;Cree que es conveniente exigir a sus educandos que usen los proce-
dimientos que les ensefié y que usted asuma la reproduccién de esos
procedimientos como sinénimo de comprension?



También nos proponemos que la serie Ensefianza de las Matemadticas proporcione
experiencias que permitan a los profesores desarrollar concepciones y practicas
de ensenanza como las que mencionamos enseguida.

Que el maestro:

* (Genere un ambiente de trabajo que favorezca que sus estudiantes desarrollen
habilidades matemdticas y destrezas operativas.

e Aproveche la evolucion del pensamiento matemético de sus alumnos para
planear el desarrollo del programa escolar.

e Genere oportunidades para que sus estudiantes resuelvan problemas sin
necesidad de instrucciones explicitas.

e Utilice las formas en que sus estudiantes razonan para disefiar mejores es-
trategias de ensefanza.

e Desarrolle el curso en consonancia con lo que sus alumnos van aprendiendo.

® Sea capaz de proponer problemas distintos a cada equipo de trabajo, y en
ocasiones a cada estudiante, de acuerdo con los intereses y capacidades de
ellos.

e Evalte el desempefio de sus estudiantes con base en las habilidades mate-
maéticas que ellos desarrollen.

e Valore el potencial de la técnica de aprendizaje cooperativo como un recurso
fructifero en la clase de matemaéticas.

MATERIALES

Esta serie ofrece un conjunto de materiales dirigidos a profesores de matematicas
en servicio y a formadores de los futuros docentes de matemdticas, que se de-
sempefardn en el nivel de educacién secundaria. La estrategia que proponemos
para el logro del propésito antes mencionado, es brindar un programa de profe-
sionalizacion docente que se basa en un andlisis critico de la practica en el aula
con la finalidad de enriquecerla. La investigacion que hemos realizado en este



campo, ratifica enfdticamente que la experiencia que los profesores adquieren
mediante el andlisis de las préacticas de ensefianza de otros se refleja de manera
favorable en sus concepciones y conocimientos sobre la disciplina, el aprendizaje
y la docencia (Cedillo, 2003).

Los materiales que presentamos se describen brevemente en el esquema que
se muestra a continuacion.

Videos de Sesiones de Trabajo con
Alumnos, en las que se presenta evi-
dencia de las capacidades y limitaciones
de los estudiantes en la resolucién de
ciertos problemas matematicos.

Videos de Sesiones de Trabajo con
Maestros, en las que éstos resuelven los
mismos problemas que se propusieron a

los estudiantes.

Videos de Sesiones de Profundizacion,

en las que los docentes analizan critica-

mente lo que ellos lograron en el mar-
co de los logros de los alumnos.

Propuestas diddcticas en versiones impresa y digital, donde se aborda con mayor de-
talle los episodios presentados en los videos, se incorporan los materiales empleados
en las sesiones de trabajo con alumnos y con profesores, y se incluye una seccion
para ampliar el horizonte de los temas matematicos que se tratan en cada sesion.



SUJETOS QUE PARTICIPAN EN LAS SESIONES DE TRABAJO

Ademds del decidido apoyo otorgado por las mas altas autoridades de las insti-
tuciones que patrocinaron este proyecto, asi como de la invaluable colaboracién
del equipo técnico de television, participaron estudiantes de secundaria, maestros
en servicio, profesores que condujeron las sesiones de trabajo en el aula, y un
docente que estuvo a cargo de la produccion y la direccién académica de todas
las actividades del programa.

Los grupos escolares que participaron en el proyecto, cursan el segundo grado
desecundaria (8° grado, 13-14 anos de edad) en dos escuelas ptiblicas de la ciudad
de México que se destacan por su organizacién, compromiso de sus profesores y
el buen desempenio de sus estudiantes. Los jovenes que se observan en los videos
son alumnos promedio de esas instituciones, no fueron seleccionados por poseer
cualidades especiales. El grado escolar de los educandos se eligi6 en consonancia
conlos conceptos y conocimientos matematicos que se abordan en las actividades
de aprendizaje que se les propusieron. La intervencién de esos grupos escolares,
en esta serie, se debe a la colaboracién de las autoridades educativas y de los
directivos de las escuelas secundarias publicas que nos permitieron trabajar con
sus estudiantes. La participacién de los alumnos se organizé de acuerdo con los
horarios de clases de su respectivo plantel, por esta razén, a lo largo de los videos,
se pueden observar diferentes grupos de educandos y de maestros.

Todoslos docentes que colaboraron en esta serie prestan su servicio en escuelas
secundarias publicas ubicadas en la ciudad de México. Es necesario mencionar
que los profesores que conducen las sesiones de trabajo, no son los maestros que
normalmente dirigen a los grupos que se observan en los videos. La razén de
esto es que las sesiones de trabajo con alumnos incluyen temas y actividades
que no necesariamente tienen previstas los maestros de los grupos escolares, en
los momentos en que este proyecto lo requeria, por lo que fue indispensable
contar con docentes especificamente asignados al proyecto con la finalidad de
que dispusieran del tiempo y los recursos para preparar y conducir las sesiones
de trabajo en el aula.
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El hecho de que los profesores que condujeron las sesiones no hayan sido los
docentes regulares de los grupos, presenta ventajas y desventajas, por ejemplo,
nos parece importante mencionar que nuestros maestros no conocfan a los estu-
diantes, situacién que, por supuesto, no ocurre entre éstos y su maestro habitual.
No obstante, los logros de los alumnos que se pueden observar en los videos,
sugieren que la planeacion y puesta en préctica de las actividades de aprendizaje
son factores que influyen sensiblemente en un rdpido establecimiento de una
buena relacién alumno-profesor, independientemente del tiempo que hayan
tenido para relacionarse entre si.

EL TRABAJO EN EL AULA

En los videos, se presentan episodios tal como ocurrieron en el aula; los videos
muestran un acercamiento a la ensefianza que tiene como propdésito poner en
prdctica los preceptos del constructivismo social, empleando la técnica del apren-
dizaje cooperativo, asi como un enfoque del aprendizaje basado en la resolucién
de problemas. Utilizamos deliberadamente el término “sesiones de trabajo”,
en lugar de “clase modelo”, para distinguir el enfoque de ensefanza que aqui
mostramos del esquema tradicional que rapidamente se identifica con la cdtedra
del profesor, en la que éste “entrega” sus conocimientos a unos alumnos que
estan atentamente escuchdndole para “recibirlos”. Estos conceptos se discuten
més adelante con mayor amplitud.

En los videos de las sesiones de trabajo con los estudiantes y con los profeso-
res, podrdn observarse los aciertos, errores y momentos de incertidumbre que
usualmente se suscitan en el proceso de resolucién de problemas matemdticos
no triviales, y en las vicisitudes propias de la conduccién de una sesién de tra-
bajo, cuyo éxito o fracaso depende esencialmente de la participacién de cada
uno de los integrantes del grupo con el que se estd trabajando. En los videos, se
observa un esfuerzo sostenido por parte del profesor que conduce la sesién para
desempefiarse como un promotordel desarrollo del pensamiento matemadtico de



sus estudiantes, y no como un expositor que presenta una brillante cdtedra a un
auditorio atento y pasivo. Las sesiones de trabajo se centran en las participaciones
de los alumnos, porque es a partir de sus respuestas que el profesor propiciard
que se dé el siguiente paso en el avance de sus aprendizajes. Las intervenciones
del maestro que conduce una sesion, se enfocan en la coordinacién del trabajo del
grupo, empleando todos los recursos que tiene a su alcance, en ese momento,
para recuperar y enriquecer las participaciones de los estudiantes y, con base en
esto, dar un horizonte mds amplio al contenido matemdtico que se estd explo-
rando. En los videos podrd observarse que el maestro tenfa preparado un guién
para la clase; pero también se percibe que siempre estuvo atento a las respuestas
de los alumnos para ir haciendo ajustes al guién de trabajo previsto y, de este
modo, poder aprovechar de la mejor manera posible los aciertos y errores de los
estudiantes, los cuales empleaba como puntos de partida en la bisqueda de una
secuencia de enseflanza que estuviera en mejor consonancia con las distintas
formas de razonamiento de sus alumnos.

CONTENIDOS MATEMATICOS

Para seleccionar los contenidos matemadticos de esta serie, se hizo una revisién
de los programas de estudio para la escuela secundaria que se ofrecen en los
pafses de América Latina y el Caribe, a partir de esta consulta se eligieron algu-
nos temas de aritmética, dlgebra y geometrfa, definiéndose, asi, las ramas de las
matemadticas escolares en que se ubicarfan dichos contenidos. Posteriormente,
se acudio a la literatura de investigacién sobre aprendizaje de las matemadticas,
con base en ésta fueron seleccionados los temas especificos dentro de cada rama
de acuerdo con los siguientes criterios:

e [arelevancia que les da la investigacién por las dificultades que presentan
para su enseflanza y aprendizaje.



e Laimportancia que les da la investigacion por su trascendencia como temas
propedéuticos, sobre los que descansa la evolucion del curriculo escolar en su
transito al curriculo de matemadticas en los niveles de educacion superior.

Finalmente, en el marco determinado por los alcances de este proyecto, se deci-
dié abordar tres temas en aritmética y geometria, y cuatro en dlgebra, quedando
distribuidos como se muestra en el siguiente cuadro.

Aritmética Algebra Geometria
- L Patrones numéricos Medicion y semejanza de
Muiltiplos y divisores o -
y generalizacion tridngulos
- PN egos y regulari Medicién y razones
Méximo comun divisor Juegos y gu idades eq y/ .
algebraicas trigonomeétricas
Minimo comun mtltiplo Ecuaciones de primer grado ~ Areas y teorema de Pitdgoras

Lectura y construccion
de gréficas cartesianas

ORGANIZACION Y PRESENTACION DE LOS CONTENIDOS
Videos

El desarrollo de cada tema constituye un mddulo que estd formado por dos videos
y una Propuesta didédcticaimpresa. Cada tema se inicia con una cdpsula de video
que se prepar6 para presentar de forma amena y clara la informacion relevante
del problema que se propone para que los alumnos lo resuelvan, y también se
emplea para centrar la atencién de los alumnos en el tema a tratar. Esa cdpsula
puede ser usada por los profesores que la consideren util en su tarea docente.
Algunas cépsulas incluyen recursos electrénicos de la geometria dindmica, o tablas
con datos que pueden ser utilizadas en las clases que preparen los maestros que
reciben estos materiales.



El primer video de cada mddulo incluye las dos sesiones de trabajo que se
emplearon con alumnos para desarrollar el tratamiento del tema correspondiente,
cada sesién se tiene una duraciéon mdxima de 50 minutos. El tema se aborda
a partir de la resolucién de uno o mds problemas matemadticos; estas sesiones
de trabajo se realizan con la participacién activa de un grupo de estudiantes. El
nucleo en el estudio de un tema es la resoluciéon de problemas que representan
un reto para el intelecto de los alumnos, por esto, sus intervenciones nunca con-
sisten en la repeticion de conceptos u otros conocimientos que previamente se
les habfan ensefiado, en vez de esto, las participaciones de los estudiantes ofrecen
una reelaboracién o una aplicacién creativa de conceptos y conocimientos que
los conducen a proponer ideas plausibles que eventualmente se concretan en la
resolucién de un problema. Dada la complejidad de los ejercicios que se propu-
sieron, se decidi6 apoyar la actividad de los estudiantes utilizando la técnica de
aprendizaje cooperativo. Esta técnica exige la colaboracién conjunta y creativa
de todos los miembros de un equipo de trabajo para realizar una tarea, en otras
palabras, requiere que el trabajo en equipo, ademds de necesario, sea mds pro-
ductivo que el trabajo individual. Dada la importancia que tuvo en el proyecto
el uso de la técnica de aprendizaje cooperativo, mds adelante le dedicamos una
seccion para un andlisis mas amplio.

El segundo video del médulo incluye una secuencia que muestra la Sesion de
Trabajo con Maestrosy la Sesién de Profundizacion. La Sesion de Trabajo con
Maestros permite observar las formas en que ellos abordaron problemas iguales
o similares a los que se propusieron a los alumnos. Es importante sefialar que
cuando se pidié a los maestros que resolvieran esos problemas, atin no habian
visto los videos de las sesiones de trabajo con los alumnos, esto se realiza en la
Sesion de Profundizacion.

En las sesiones de profundizacion, se pide a los profesores que vean atenta-
mente los videos de las sesiones con alumnos, y que registren individualmente sus
observaciones de acuerdo a un guién que se les proporciond; el guién permite que
los docentes incluyan comentarios sobre aspectos no considerados en él. Una vez



que han hecho esto, se pide a los maestros que discutan en equipos de trabajo las
anotaciones que registraron de manera individual; después de esto, se organiza
una mesa de discusion con todos los equipos reunidos, donde debaten acerca de
sus observaciones y hacen propuestas respecto a las implicaciones que se derivan
de su experiencia en estas sesiones de trabajo en torno a su prdctica docente coti-
diana. La Sesion de Profundizacion concluye con la seccién Reflexiones después
de la prdctica, que presenta el coordinador académico de esta serie.

PROPUESTAS DIDACTICAS

Se elabor6 una Propuesta diddctica para cada uno de los médulos que comprende
esta serie. Las propuestas diddcticas se presentan en formato impreso y en formato
digital. Estos materiales tienen como propdsito exponer informacion adicional que
permita analizar con mayor acuciosidad las sesiones de trabajo que se muestran enlos
videos. En cada propuesta se proporciona una descripcion detallada sobre las activi-
dades que se llevaron a cabo en las sesiones de trabajo con alumnos y con maestros.
Asimismo, se incluyen cada uno de los materiales que se emplearon, al igual que un
ensayo critico de lo que ocurrié durante el tratamiento de cada tema, en términos
de los logros de los estudiantes en el marco de lo que originalmente fue el guién de
trabajo para cada sesién. Por lo anterior, recomendamos enfaticamente que antes
de observar los videos se lea la Propuesta did4ctica correspondiente.

Los asuntos que se abordan en cada Propuesta diddctica se describen breve-
mente a continuacion.

Presentacion y objetivos del tema

Ademds de los objetivos de cada sesién de trabajo con los alumnos, este apartado
incluye un ensayo en el que se presentan los argumentos considerados para
seleccionar el contenido matemadtico que se aborda, y una descripcion del guién
de trabajo que empled el profesor para desarrollarlo.



Materiales de las sesiones de trabajo con los alumnos
Esta seccion proporciona informacion detallada sobre cada una de las actividades
que se propusieron a los estudiantes.

Materiales de las sesiones de trabajo con los maestros
Este apartado ofrece informacién pormenorizada sobre cada una de las actividades
que se propusieron a los profesores.

Lo que aprendieron los alumnos

En esta parte, el profesor que estuvo a cargo del desarrollo de la sesién de traba-
jo, presenta un ensayo sobre los logros de los estudiantes; el ensayo contiene
un andlisis entre lo esperado por el maestro y las respuestas no esperadas que
ofrecieron los alumnos, y c6mo éstas lo condujeron a modificar, sobre la marcha,
el guién que habia preestablecido para realizar su trabajo.

Recomendaciones para la ensefnianza

Con base en el andlisis de los logros de los estudiantes, y de las vicisitudes que tuvo
que sortear, el profesor que estuvo a cargo de la conduccién del trabajo presenta una
serie de reflexiones que se expresan como recomendaciones para la ensefianza.

Ampliacion del tema

Este apartado tiene como propdsito profundizar en el tratamiento del contenido
matemadtico que se abordd en la sesién de trabajo. Se incorporan nuevos ele-
mentos y recursos didécticos cuya finalidad es ampliar el conocimiento de los
contenidos matemadticos que se trataron en las sesiones de trabajo con alumnos
y los correspondientes con maestros.

EL CONTEXTO INTERNACIONAL Y PRINCIPIOS QUE ORIENTAN ESTE PROYECTO

Los resultados obtenidos por los estudiantes latinoamericanos en las evaluaciones
internacionales que se han efectuado recientemente, han acentuado la atencién
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que han hecho esto, se pide a los maestros que discutan en equipos de trabajo las
anotaciones que registraron de manera individual; después de esto, se organiza
una mesa de discusion con todos los equipos reunidos, donde debaten acerca de
sus observaciones y hacen propuestas respecto a las implicaciones que se derivan
de su experiencia en estas sesiones de trabajo en torno a su practica docente coti-
diana. La Sesion de Profundizacion concluye con la seccién Reflexiones después
de la prdctica, que presenta el coordinador académico de esta serie.

PROPUESTAS DIDACTICAS

Se elabord una Propuesta diddctica para cada uno de los médulos que comprende
esta serie. Las propuestas diddcticas se presentan en formato impreso y en formato
digital. Estos materiales tienen como propdsito exponer informacion adicional que
permita analizar con mayor acuciosidad las sesiones de trabajo que se muestran en 1os
videos. En cada propuesta se proporciona una descripcion detallada sobre las activi-
dades que se llevaron a cabo en las sesiones de trabajo con alumnos y con maestros.
Asimismo, se incluyen cada uno de los materiales que se emplearon, al igual que un
ensayo critico de lo que ocurrié durante el tratamiento de cada tema, en términos
de los logros de los estudiantes en el marco de lo que originalmente fue el guién de
trabajo para cada sesién. Por lo anterior, recomendamos enfaticamente que antes
de observar los videos se lea la Propuesta did4ctica correspondiente.

Los asuntos que se abordan en cada Propuesta diddctica se describen breve-
mente a continuacion.

Presentacién y objetivos del tema

Ademdés de los objetivos de cada sesion de trabajo con los alumnos, este apartado
incluye un ensayo en el que se presentan los argumentos considerados para
seleccionar el contenido matematico que se aborda, y una descripcion del guién
de trabajo que empled el profesor para desarrollarlo.
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que los ministerios de educacién dedican a la ensefianza y aprendizaje de las
matemadticas (Beaton et al, 1996; OECD, 2000). El andlisis de esas evaluaciones
sugiere enfdticamente que para mejorar esos resultados deben instrumentarse
nuevos programas orientados a la actualizacion, tanto de las formas de ensefianza
como del conocimiento de la disciplina por parte de los maestros de matematicas
en servicio.

La investigacion realizada en los tltimos 30 afios sobre el aprendizaje de las
matemdticas, ha proporcionado un conocimiento importante que plantea la necesi-
dad de nuevas estrategias de ensefianza, nuevos paradigmas para la formacion de
profesores, un nuevo curriculo y nuevas formas de evaluacién (Kilpatrick, 1992).
Los resultados de esas investigaciones han ejercido una fuerte influencia en el di-
sefio de los planes y programas de estudio de la ensefianza bdsica y, por lo mismo,
han surgido nuevas exigencias en el desempeno de los docentes, por ejemplo, en
muchos pafses se incluyeron en los programas de estudio nuevas lineas tematicas,
como predlgebra, precdlculo, probabilidad y estadistica.

La investigacion sobre la ensenanza ha cambiado del paradigma proceso-pro-
ducto —en el que el objeto de indagacién son los comportamientos del profesor—a
estudios abocados a sus concepciones y criterios para la toma de decisiones en el
aula. Asimismo, las teorfas que se enmarcan en el constructivismo social también
han tenido impacto en los programas de formacién de profesores y el curriculo de
la escuela bésica. Brevemente expuesto, estas teorfas conciben el conocimiento
como un producto del trabajo intelectual de comunidades formadas por individuos
creativos; estas corrientes de pensamiento se reflejan en cursos y materiales que
intentan que el profesor deje su papel como transmisor de conceptos, hechos
basicos y destrezas, para que se desempefie como tutor del desarrollo del pensa-
miento matematico de sus estudiantes (Cobb et al., 1990).

Actualmente, se espera que los profesores hagan evidente en su préactica pro-
fesional que estan convencidos de que sus estudiantes no son “recipientes que
esperan ser llenados”, y los entiendan como sujetos intelectualmente creativos,
capaces de hacer preguntas no triviales, de resolver problemas y de construir
teorfas y conocimientos plausibles. Lo anterior exige que el maestro despoje
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EL MODELO DIDACTICO

En el periodo 2000-2003, se llevé a cabo en México un estudio con 800 maestros
de matematicas en servicio, en el que se evaluaron los efectos de la aplicacién de
un enfoque didéctico no convencional en sus prdcticas de ensenanza y conoci-
miento matemdtico (Cedillo, 2003). Los resultados de ese estudio muestran vias
promisorias para favorecer los aprendizajes de los estudiantes, aun con profesores
cuya docencia estd anclada en principios y concepciones tradicionales, y con un
débil conocimiento de la disciplina que ensefian. Expuesto sucintamente, ese
enfoque diddctico consiste en ensefar las matematicas escolares de manera similar
a como aprendemos el lenguaje materno, esto es, a través de su uso; el uso del
lenguaje matematico en actividades adecuadamente disefiadas, permite que los
estudiantes vayan asignando significados plausibles a ese sistema de signos.

En el aula, lo anterior se traduce en que el profesor no parte de exponer
reglas, definiciones y ejemplos, en lugar de esto, el maestro propone una activi-
dad (problema) que le permite establecer una interaccién con sus estudiantes
a partir de las formas de razonamiento que ellos desarrollan. El progreso de
losalumnosen laactividad depende de la comprension que logre el profesor de sus
formas no ortodoxas de comunicacién. Esto implica que el docente debe aceptar
que sus estudiantes aprenden cada uno a un paso distinto, y que debe saber
escucharlos para aprender acerca de las formas en que ellos razonan. Esta forma
de ensefnanza exige que el profesor abandone la exposicién al frente del grupo
como estrategia de interlocucién, porque esto parte del supuesto de que el
maestro puede hacer avanzar a todos los estudiantes del grupo al mismo ritmo.
Ademads, es necesario que el docente desarrolle habilidades que le permitan
relacionar los avances no convencionales de sus alumnos con los temas mate-
madticos formalmente establecidos, lo cual requiere la capacidad de desarrollar
el curriculo a partir de los logros de los estudiantes.



EL APRENDIZAJE COOPERATIVO

Elaprendizaje cooperativo puede describirse como una relacién entre estudiantes
que les requiere (Johnson y Johnson, 1989):

e Necesitarse unos a otros para realizar una tarea.

e Un ejercicio de responsabilidad individual, en el que cada uno tiene que
contribuir y aprender.

e Desarrollar habilidades para relacionarse: comunicacién, confianza en sf
mismos y en los demds, asumir eventualmente el liderazgo, tomar decisiones
y resolver conflictos.

La técnica de aprendizaje cooperativo favorece que los estudiantes no solamente
aprendan los contenidos propios de una disciplina, sino que desarrollen habilidades
para cultivar relaciones personales con sus compafieros que probablemente no
desarrollarfan en una clase tradicional. Entre otras cosas, esto puede ocurrir si el
maestro toma en cuenta larelacién entre el desemperfio del grupoy elindividual, la
preparacién de sus estudiantes y las dificultades comunes que éstos presentan.
Se han reportado resultados de investigacién que sefialan que el éxito del
aprendizaje cooperativo depende en buena medida de que los estudiantes se
propongan objetivos grupales claramente definidos, y que asuman responsabi-
lidades individuales bien especificadas (Leinken y Zaslavsky, 1999). Lindauer y
Petrie (1997), sugieren que el sistema de evaluacién del profesor puede apoyar
al logro de metas colectivas, si lo estructura de manera que los estudiantes sean
evaluados individualmente por su trabajo, y que el trabajo individual se oriente
a que colaboren con sus compaferos en favor del éxito del grupo. Por una par-
te, la formulacion y el logro de objetivos grupales en el aprendizaje cooperativo,
proporciona a los alumnos una razén para trabajar juntos (Johnson y Johnson,
1989). Por otra parte, el exigir que cada individuo tenga responsabilidades par-
ticulares, asegura que todos los estudiantes se beneficiardn de la experiencia,
incrementando su comprension, a la vez que permite al maestro asegurarse
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de que todos en el grupo aprendan los nuevos conceptos. De esta manera,
el éxito que el grupo tenga en alcanzar sus objetivos depende del nivel de
logro que alcance cada uno de sus miembros.

El establecimiento de objetivos grupales y un sistema de evaluacién que
recompense el éxito puede hacerse de varias maneras, por ejemplo, el profesor
puede reforzar en sus estudiantes el valor de ayudarse unos a otros, si evalta el
nivel de logro del equipo con base en el aprendizaje de cada estudiante (Stevens,
Slavin y Farnish, 1991; Posamentier y Stepelman, 1999). Mds especificamente,
el maestro puede asignar un porcentaje extra a la calificacién de un equipo de
trabajo en el que todos sus miembros lograron cierto puntaje. Las acciones del
docente que refuerzan los objetivos grupales y la responsabilidad individual,
ayudan a que los alumnos se preocupen por el éxito de sus compafieros, a que
desarrollen una mejor capacidad de escucha, y a que valoren métodos alternativos
para resolver problemas.

Lo anterior implica que los estudiantes deben estar especificamente preparados
para participar en un ambiente de aprendizaje cooperativo, y que los profesores
establezcan condiciones que garanticen experiencias exitosas de aprendizaje. El
aprendizaje cooperativo no se da por el simple hecho de que los estudiantes trabajan
en equipos durante la clase, esta técnica de trabajo en el aula sélo es provechosa
cuando los miembros de un grupo se ven a si mismos como parte de un equipo
que debe alcanzar un objetivo de manera conjunta, ante una tarea que individual-
mente es mucho mas dificil de llevar a cabo que haciéndolo con la colaboracién
de otros (Posamentier y Stepelman, 1999). El aprendizaje cooperativo se basa en
la premisa de que los alumnos que trabajan juntos son responsables no sélo de
su aprendizaje, sino también del de sus compafieros (Lindauer y Petrie, 1997),
para esto, los estudiantes deben aprender a escuchar a los demds y a valorar el
hecho de que un problema puede ser abordado en mas de una forma. En sintesis,
podemos decir que el aprendizaje cooperativo es una buena estrategia de trabajo
en el aula; pero ésta no tiene éxito sin preparacion.

Slavin (1990) afirma que los profesores pueden enfrentar algunas dificulta-
des al aplicar la técnica de aprendizaje cooperativo, y sélo obtendran resultados



provechosos si aprenden a emplearlo correctamente en la clase. El aprendizaje
cooperativo puede ir en detrimento del aprovechamiento de los estudiantes, los
alumnos menos avanzados pueden copiar el trabajo de los més adelantados del
grupo, y el resultado puede ser mds bajo del que ese alumno podria haber obtenido
en una clase tradicional. Otra posible dificultad es que los maestros deben estar
preparados para ceder parte del control que, tradicionalmente, tienen sobre las
actividades que se realizan en el aula. Si bien es necesario asegurarse de que los
estudiantes estan realmente trabajando en un ambiente de aprendizaje coopera-
tivo, es diffcil evitar que hagan més ruido. Algunos docentes podrian percibir el
ruido como un indicio de pérdida de control.

EL APRENDIZAJE COOPERATIVO EN LA CLASE DE MATEMATICAS

Hayinvestigaciones que muestran que los beneficios del aprendizaje cooperativo
se reflejan en un mejor desemperfio escolar, mejores habilidades para comunicarse
e interacciones sociales y académicas exitosas (Slavin, 1991; Stevens, Slavin
y Farnish, 1991; Whicker, Bol y Nunnery, 1997; Walmsley y Muniz, 2003).
Los efectos del aprendizaje cooperativo en el desempefio de los alumnos son
muy impresionantes, los logros de los estudiantes que pueden observarse en
los videos de esta serie ofrecen evidencias a este respecto. Esto se debe a diver-
sas razones, en el trabajo cooperativo los alumnos ven cémo sus compareros
se encuentran en diferentes etapas de dominio de las tareas que enfrentan, y se
ayudan unos a otros, por ejemplo, cuando los estudiantes interactian en forma
cooperativa hacen el intento por explicar sus estrategias a los demads, empleando
las palabras de sus compafieros mds débiles (Stevens, Slavin y Farnish, 1991).
En muchas ocasiones, los educandos que proporcionan la explicacién pueden
lograr asf una comprensién mds clara de la tarea que estédn abordando. Cuando
se pide a los estudiantes que expliquen, detallen y defiendan sus posturas ante
los demas, se esfuerzan en expresar més cuidadosamente sus ideas. Asimismo, los
alumnos que escuchan las explicaciones de otros se esfuerzan en comprender
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otras formas de abordar una tarea determinada. El observar a los demds y prac-
ticar en este tipo de ambientes de trabajo, ayuda a los estudiantes a interiorizar
los conceptos que estdn intentando comprender o dominar (Stevens, Slavin y
Farnish, 1991).

Probablemente, uno de los mayores beneficios del aprendizaje cooperativo es
que incrementa la capacidad de los alumnos para comunicarse usando el lenguaje
de las matemadticas, y que este tipo de comunicacién les ayuda a comprender
mejor esta disciplina (Artzt, 1999). Johnson y Johnson (1989, p. 235) afirman
que “si la instruccién en matemadticas procura ayudar a los estudiantes a pensar
matematicamente, a comprender las conexiones entre diversos procedimientos
y hechos matemadticos, y a ser capaces de aplicar el conocimiento matematico
formal de manera flexible y significativa, entonces, es indispensable emplear el
aprendizaje cooperativo en las clases de matematicas”. De acuerdo con estos
autores, el aprendizaje cooperativo hace que las matemdticas se aprendan de ma-
nera activa, en vez de pasiva. Otros autores sugieren que, mediante la técnica del
aprendizaje cooperativo, los profesores promueven que sus estudiantes expliquen
lo que entienden, porque eso los obliga a integrar y ampliar su conocimiento de
manera diferente (Stevens, Slavin y Farnish, 1991).

Hay resultados de investigacion que confirman la conviccién de muchos maestros
de que los alumnos aprenden mejor de sus companeros cuando se les pide
que expliquen cémo llegaron a las respuestas; los profesores que piden a los
estudiantes que expliquen c6mo resolver un problema frente al grupo, ayudan
a que todos aprendan mads y enfatizan las habilidades para expresarse acerca de
conceptos matematicos (NCTM, 2000). El aprendizaje cooperativo permite a los
educandos dar y recibir explicaciones detalladas, esto les ayuda a aprender mas
que a los estudiantes que simplemente reciben las respuestas correctas (Stevens,
Slavin y Farnish, 1991). Es importante ejercitar la capacidad de comunicar ideas
matemadticas para apoyar el desarrollo que el alumno tenga en esa disciplina.
Leiken y Zaslavsky (1999) reportan que el uso del aprendizaje cooperativo motiva
a los estudiantes a participar activamente en el aprendizaje de las matematicas, y a
comunicarse entre ellos sobre cuestiones de esta disciplina.



Otro beneficio del aprendizaje cooperativo es que permite alos alumnos trabajar
con otros en el logro de un objetivo comun y desarrollar habilidades para usar las
matemadticas en interacciones sociales. De acuerdo con Whicker et al. (1997),
algunos de los resultados a corto plazo incluyen un incremento en el aprendizaje,
en la retencion y en el pensamiento critico. Comparado con un sistema competi-
tivo e individualista, las experiencias del aprendizaje cooperativo promueven una
alta autoestima en los estudiantes (Johnson, Johnson y Holubec, 1984; Johnson
y Johnson, 1989). El aprendizaje cooperativo puede reforzar el sentimiento de
autoaceptacion del alumno, en tanto que la competitividad puede afectar de
manera negativa dicha aceptacion, y las actitudes individualistas tienden a estar
relacionadas con un rechazo bésico de si mismo (Johnson, Johnson y Holubec,
1984). Los alumnos, generalmente, disfrutan la experiencia de trabajar en forma
cooperativa, y les importa que sus compafieros los tengan en buen concepto. La
necesidad de ser aceptados también los ayuda a lograr ser exitosos escolarmente,
esta percepcion de éxito incrementa su autoestima.

Los resultados a largo plazo del aprendizaje cooperativo incluyen la habilidad
para ser contratados para trabajar y tener éxito en su carrera (Johnson y John-
son, 1989). Muchos empleadores valoran a un empleado con habilidades para
comunicarse, con responsabilidad, iniciativa, interaccion interpersonal y poder
de decision. Todas estas cualidades pueden ser desarrolladas al tener experien-
cias de aprendizaje cooperativo. El aprendizaje cooperativo no sélo ayuda a los
estudiantes a aprender matemadticas, sino que coadyuva en su preparacion para
la vida después de graduarse.

A manera de sintesis podemos sugerir que el aprendizaje cooperativo puede
ser exitoso si:

e Se emplea para abordar actividades que exijan la colaboracién del grupo.

e [Los profesores cuentan con algin tipo de sistema de recompensas grupales
que contemple la responsabilidad individual.

e Los maestros logran crear una actitud en sus alumnos que les conduzca a
escuchar atentamente las ideas de los demas.
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COMENTARIOS FINALES

En la serie Ensefianza de las Matemdticas asumimos la premisa de que en la
préactica profesional los sujetos tienen experiencias que producen cambios en sus
conocimientos y creencias. Este principio es una combinacion de lo planteado por
el constructivismo social y las ciencias cognitivas. Por una parte, asumimos que
la préctica profesional incluye la interaccién creativa entre profesores, y de éstos
con los estudiantes; por otra parte, implica que los individuos vamos modificando
nuestras concepciones y acciones a partir del conocimiento que adquirimos sobre
las formas de razonamiento de otros sujetos. La evidencia obtenida de la inves-
tigacién sugiere que lo que esencialmente promueve cambios en los profesores
son ciertos episodios que se dan en el aula, que les permiten atestiguar lo que
sus estudiantes pueden lograr sin que “ellos se los hayan ensefiado” (Cedillo y
Kieran, 2003).

Indudablemente, serdn los profesores que hagan uso de los materiales que
se proporcionan en esta serie, los que emitan un mejor juicio sobre el alcance y
pertinencia de los propdsitos que nos hemos planteado, y sobre las estrategias
de trabajo que en este proyecto hemos empleado.
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INTRODUCCION

El dlgebra es un tema central en la ensefianza de las matemadticas; los alumnos
tienen su primer encuentro formal con ella después de que han abordado
diversos temas de aritmética que se espera sirvan de base para abordar su
estudio. Las diferencias entre el lenguaje aritmético y el algebraico parecen
ser una de las causas que dificultan el aprendizaje del dlgebra. Sin embargo,
la forma de tratar su ensefianza también estd en el centro de las dificultades
de su aprendizaje.

La experiencia ha permitido observar que la mayoria de los cursos introduc-
torios de dlgebra ponen mucho énfasis en las actividades destinadas al dominio
de los algoritmos, dejando muy poco espacio para aquellas que promueven la
busqueda e investigacién. Aun cuando existen otros tipos de actividades, el
algebra escolar mantiene su énfasis en que los alumnos adquieran destreza para
realizar operaciones con expresiones algebraicas, efectuar descomposiciones en
factores, productos notables, resolver ecuaciones de primero y segundo grados y
sistemas de ecuaciones. Esto se resume esencialmente en practicar procedimientos
ensefiados por el maestro, y ha dado origen a tener una visién del dlgebra como
herramienta operativa exclusivamente y casi nada como herramienta de explo-
racién y aplicacién. Las habilidades definidas como matemdticas se concentran
précticamente en la manipulacién simbdlica; por ello, resulta dificil al alumno
apreciar el potencial de generalizacién que posee el cdigo algebraico.

Sin embargo, Cedillo (2001) reporta que mediante la utilizacién de una cal-
culadora graficadora y actividades de ensefianza especialmente disefiadas para
la utilizacién de esa herramienta, se introdujo a alumnos de 11 a 12 afios de edad
al uso del lenguaje algebraico para modelar y resolver problemas. Los resultados
que Cedillo obtuvo permiten ver que un acercamiento de este tipo, distinto al de
percibir al dlgebra como una lista de reglas de manipulacién, ayuda a los alum-
nos a concebir el dlgebra como un instrumento para expresar generalizaciones,
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ademds de introducirlos en el estudio de las reglas que rigen la manipulacién
algebraica.

A este respecto, Kieran (2003, p. 122-123) distingue tres tipos de actividades
en el dlgebra escolar. El primer tipo es la actividad generativa, que involucra
la formacion de las expresiones y ecuaciones que son los objetos del dlgebra.
Ejemplos tipicos de esta actividad son las ecuaciones con una incégnita que re-
presentan situaciones de problemas cuantitativos y la produccién de expresiones
algebraicas que surgen de patrones geométricos o secuencias numericas. Mucho
del significado inicial del dlgebra estd situado en estas actividades. El segundo
tipo de actividad, /a transformacional, estd basado en el dominio de las reglas de
transformacion algebraica; por ejemplo, la reduccién de términos semejantes, la
descomposicion en factores, el desarrollo de expresiones, la sustitucion, la solu-
Cién de ecuaciones, la simplificacién de expresiones, entre otras. Por dltimo, la
actividad matematica denominada metanivel global. Este es el tipo de actividad
en que el dlgebra se usa como una herramienta; por ejemplo, la solucién de un
problema, la modelacién mediante funciones, el reconocimiento de estructuras,
la justificacién, la demostracién y la prediccion.

De acuerdo con la clasificacién de Kieran (2003) el énfasis en la ensefianza
del dlgebra se ha puesto en la actividad transformacional, destinando poco o nada
de atencioén a los otros dos tipos de actividades. Es probable que ésta sea una de
las causas por la cual los alumnos dan poco sentido y aplicacion a las expresiones
algebraicas. El maestro pareciera obtener de su mente una serie de expresiones
de las que sélo él puede justificar su aparicién y una vez dominadas ciertas reglas de
manipulacion parece no ser posible hacer algo mds con las expresiones algebrai-
cas. Los tres tipos de actividad (generativa, transformacional y metanivel global)
deben coadyuvar en forma conjunta a que los alumnos desarrollen habilidades
que les permitan no sélo el trabajo operativo, sino también dar sentido al dlgebray
utilizarla en diversas situaciones. Pueden considerarse entonces algunas preguntas
como las siguientes: ;De dénde debieran surgir las expresiones que el alumno
debe manipular? ;Qué sentido tiene para los alumnos efectuar transformaciones
a una expresion algebraica? ;Cémo pueden usarse dichas expresiones?
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Eluso de actividades de tipo generativo y de metanivel global puede contribuir
a dar respuesta a estas preguntas. Las primeras se refieren al reconocimiento de
patrones y a la produccién de expresiones algebraicas en contextos numeéricos
y geométricos, lo cual parece ayudar a los alumnos en la asignacién de sentido
y significado a dichas expresiones. Por otra parte, mediante actividades de me-
tanivel global los alumnos tienen la posibilidad de formular generalizaciones y
proponer justificaciones algebraicas que de otra forma no parecieran tener una
explicacién inmediata. Debemos entonces considerar algunas ideas importantes
que surgen de proponer a los alumnos actividades en las cuales deben identificar
regularidades y patrones, escribir expresiones algebraicas y usar dichas expresio-
nes. Por ejemplo, English y Warren (1998, citado en Zazkis y Liljedahl, 2002)
mencionan que una primera aproximacion al dlgebra mediante patrones provee
a los alumnos la oportunidad de observar y verbalizar sus generalizaciones y
registrarlas simbdélicamente. Ademds, sugieren que actividades en las que esta
implicado el reconocimiento de patrones proveen una Util y concreta base para
trabajar con simbolos.

El uso del término 4lgebra implica dos conceptos: pensamiento algebraico y
simbolismo algebraico. Mason (1996, citado en Zazkis y Liljedahl, 2002) sefiala
que el simbolismo algebraico es el lenguaje que da voz al pensamiento algebraico,
ellenguaje que expresa la generalidad. Para Kieran (1989, p. 165; citado en Zazkis
y Liljedahl, 2002), generalizacién no es equivalente a pensamiento algebraico,
incluso la generalizacién no requiere necesariamente del dlgebra. De acuerdo con
esto, pensamiento algebraico es diferente de generalizacion; estos dos conceptos
confluyen cuando se usa el simbolismo algebraico para razonar y expresar una
generalizacién. Kieran (1989) agrega que para formular una caracterizacién del
pensamiento algebraico no es suficiente con ver lo general en lo particular, sino
también que el alumno debe ser habil para expresar eso algebraicamente.

De acuerdo con lo anterior, tenemos que considerar al menos tres conceptos:
generalizacion, pensamiento algebraico y simbolismo algebraico. Es importante
entonces que los alumnos ademds de reconocer generalizaciones sean capaces
de verbalizarlas y escribirlas mediante el lenguaje algebraico.
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El mddulo Patrones numéricos y generalizacién incluye actividades del
tipo generacional y de metanivel global. Se pretende que con las actividades de
enseflanza que ahise proponen, los alumnos identifiquen patronesy regularidades,
verbalicen las reglas que gobiernan dichos patrones y las simbolicen; todo esto a
partir de planteamientos verbales y secuencias de figuras geométricas. También
se aborda el uso de las expresiones algebraicas, construidas previamente por
los alumnos, para justificar alguna situacién dada; por ejemplo, los argumentos
que ofrecen para justificar por qué después de una secuencia de operaciones es
posible anticipar el resultado final.

En la primera sesioén de trabajo se utiliza una actividad (Cedillo, 1999a) en
la que se propone un juego matematico y en la segunda, secuencias de figuras
geométricas. Mediante estas actividades se espera que los alumnos vayan intro-
duciéndose en el estudio del dlgebra. La intencién es que comprendan procesos
de generalizacién introduciendo el uso del lenguaje algebraico como un medio de
representacion que sirve para expresar una generalizacion.



Coe TR T -

JUEGOS Y REGULARIDADES ALGEBRAICAS

OBJETIVOS
Que el alumno:

e [dentifique regularidades y patrones en contextos numéricos y geomé-
tricos.

e Exprese en forma verbal y mediante el lenguaje algebraico las regularidades
y patrones identificados.

* Asigne significado a las expresiones algebraicas que construyé acorde al
contexto del que surgen.

PLANEACION DE LAS ACTIVIDADES CON LOS ALUMNOS
Primera sesion: Actividades, tiempo, descripcién y recursos

[nicio (2 min). El maestro saluda al grupo y explica la dindmica de la clase.

Cépsula de video (7 min). Proyeccién de un video que presenta a un mago
haciendo un juego matematico.

Verificacion del juego matemadtico del mago (3 min). Los alumnos realizan el
juego mostrado en el video y comparan sus resultados. Observan que sus
resultados coinciden con el del video. Verifican el juego utilizando diferentes
numeros (pizarrén y marcadores).

Trabajo en equipo (5 min). El maestro propone a los alumnos descubrir la razén
por la cual el mago adivina el resultado (hojas de trabajo y plumones).
Exposicion del trabajo realizado (3 min). Después de un tiempo se exponen y

confrontan las distintas soluciones (pizarrén y marcadores).
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Trabajo en equipo (5 min). El maestro pide a los alumnos que encuentren una
expresion algebraica para representar el juego matematico del mago (hojas
de trabajo y plumones).

Exposicion del trabajo realizado (3 min). Después de un tiempo se exponen y
confrontan las soluciones (pizarrén y marcadores).

Trabajo en equipo (5 min). El maestro solicita a los alumnos modificar el juego
de manera que el resultado final sea diferente al del mago (hojas de trabajo
y plumones).

Exposicion del trabajo realizado (3 min). Después de un tiempo se exponen y
confrontan las soluciones (pizarrén y marcadores).

Trabajo en equipo (6 min). El maestro solicita a los alumnos encontrar una ex-
presién algebraica para representar al juego con diferentes resultados (hojas
de trabajo y plumones).

Exposicion del trabajo realizado (3 min). Después de un tiempo se exponen y
confrontan las soluciones (pizarrén y marcadores).

Conclusiones (5 min). Al final de la sesidén el maestro concluye con las coinciden-
cias, similitudes y otras posibles situaciones del juego matematico (pizarron
y marcadores).

Segunda sesion: Actividades, tiempo, descripcion y recursos

[nicio (2 min). El maestro saluda al grupo y explica la dindmica de la clase.

Primera secuencia de figuras geométricas (3 min). El maestro muestra una secuencia
de figuras geométricas formada con cubos de madera (cubos de madera).

Trabajo en equipo (12 min). Los alumnos responden una serie de preguntas re-
lacionadas con las figuras (hojas de trabajo, plumones y cubos de madera).

Exposicion del trabajo realizado (8 min). Después de un tiempo se exponen y
confrontan las soluciones (pizarrén y marcadores).

Segunda secuencia de figuras geométricas (3 min). El maestro muestra una
nueva secuencia de figuras geométricas construida con cubos de madera
(cubos de madera).
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Trabajo en equipo (14 min). Los alumnos responden una serie de preguntas re-
lacionadas con las figuras (hojas de trabajo, plumones y cubos de madera).

Exposicion del trabajo realizado (8 min). Después de un tiempo se exponen y
confrontan las soluciones (pizarrén y marcadores).

DESCRIPCION DE LAS ACTIVIDADES
Primera sesion

Cépsula de video
Los alumnos observan un video en donde el personaje principal, un mago, realiza
el siguiente juego matemdtico:

Piensa en un ndmero entero que esté entre 1y 10, a ese nimero stmale 10 y anota
el resultado. Ahora réstale a 10 el nimero que pensaste y anota el resultado. Suma
los dos resultados que anotaste. ;Qué resultado final obtuviste?

Verificacion del juego matemadtico del mago
El maestro pide a los alumnos que lleven a cabo el juego y comparen sus resul-
tados con el presentado en el video.

Los alumnos verifican el resultado utilizando diferentes cantidades, como los
dos ejemplos que se muestran a continuacién.

Piensa en un numero entero que esté entre 1 y 10.
A ese ntimero stimale 10 y anota el resultado. 7+10=17
Ahora réstale a 10 el nimero que pensaste y anota el resultado. 10 -7 =3

Suma los dos resultados que anotaste. 17+3=20
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Piensa en un ntimero entero que esté entre 1y 10.
A ese numero sumale 10 y anota el resultado. 4+10=14
Ahora réstale a 10 el nimero que pensaste y anota el resultado. 10-4=06

Suma los dos resultados que anotaste. 14+ 6=20

Trabajo en equipo

El maestro pide a los alumnos que respondan el primer inciso de la hoja de
trabajo entregada.

1. Descubran la razén por la que el mago puede adivinar el resultado.

Los alumnos abordan esta actividad en equipos de trabajo.

Exposicion del trabajo realizado

Una vez que los alumnos tuvieron tiempo para encontrar una justificacién, se

realiza la exposicion de las soluciones y se confrontan.

Trabajo en equipo
Los alumnos contestan el segundo inciso de la hoja de trabajo.

2. Escriban una férmula que represente el juego del mago.

Una posible expresion algebraica para representar el juego es
b+ 10+ 10-b,

en donde b es el nimero que se piensa entre 1y 10.

Después de una serie de transformaciones es posible reducir la expresion y
obtener de resultado 20:



b+10+10-b=b-b+ 10+ 10=0 + 20 = 20.

Exposicion del trabajo realizado
Los alumnos exponen y explican al grupo la expresion algebraica escrita para el
juego del mago.

Trabajo en equipo
El maestro solicita a los alumnos responder el tercer inciso de la hoja de trabajo.

3. Modifiquen la férmula para que el resultado final sea distinto de 20.
Por ejemplo:

Piensa en un ndmero entero que esté entre 1 y 10.
A ese nimero sumale 20 y anota el resultado. 6+20=26
Ahora réstale a 20 el nimero que pensaste y anota el resultado. 20 -6 = 14

Suma los dos resultados que anotaste. 26 +14=40

Piensa en un numero entero que esté entre 1y 18.
A ese ntimero stimale 36 y anota el resultado. 11 +36=47
Ahora réstale a 36 el nimero que pensaste y anota el resultado. 36 — 11=25

Suma los dos resultados que anotaste. 47 +25="72

Exposicién del trabajo realizado
Los alumnos exponen ante el grupo cémo es que modificaron el juego matematico
considerando diferentes resultados.

Trabajo en equipo
Los alumnos realizan la actividad 4 de la Hoja de trabajo.



4. Escriban una férmula que considere diferentes resultados al final.

La siguiente expresion puede ser una posible respuesta: x + y + y — x, en donde
x es el nimero que se piensa y y es la cantidad a la cual se le suma y sustrae el
ntmero pensado.

Al efectuar ciertas transformaciones en la expresion, podemos anticipar el
resultado del juego: x + y + y — x = 0 + 2y = 2y, esto es, dos veces la cantidad
que se suma y resta.

Exposiciéon del trabajo realizado

Una vez que los alumnos tienen tiempo para abordar la actividad muestran y
explican al grupo las expresiones escritas.

Conclusiones

Al final de la sesién el maestro determina las conclusiones con el grupo.
Segunda sesion

Primera secuencia de figuras geométricas

El maestro muestra una secuencia de figuras geométricas con cubos de madera
como se indica en la figura 1.

Figura 1
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Trabajo en equipo
Los alumnos realizan las siguientes actividades, de la hoja de trabajo entregada,
relacionadas con la secuencia de figuras geométricas.

1.
2.
3.
4,
5.
6.

Reproduzcan las tres figuras anteriores usando los cubos de madera.
¢Cudntos cubos necesitaron para reproducir cada figura?

¢Cuéntos cubos se necesitan para reproducir la figura 4?

;Cuéntos cubos se necesitan para reproducir la figura 5?

¢Cudntos cubos se necesitan para reproducir la figura 10?
Completen la siguiente tabla.

Nimero de Totalde " ros
figura en la ﬁg};lji
225

Expliquen cdmo encontraron el nimero de la figura cuando ésta tiene en
total 225 cuadros.

Expliquen cémo se puede determinar el total de cuadros de cualquier figura
como las anteriores, si se conoce el numero de la figura.

Exposicion del trabajo realizado
Los alumnos exponen la forma en que realizan las actividades anteriores y com-
paran sus respuestas con los deméds comparieros.

Segunda secuencia de figuras geométricas
El maestro muestra la siguiente secuencia de figuras geométricas, como se indica
en la figura 2, con cubos de madera.
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Figura 2

Trabajo en equipo
Los alumnos responden una serie de preguntas, incluidas en la hoja de trabajo
entregada, relacionadas con la secuencia geomeétrica.

Reproduzcan las tres figuras anteriores usando los cubos de madera.
¢Cudntos cubos necesitaron para reproducir cada figura?

¢Cudntos cubos se necesitan para reproducir la figura 4?

¢Cudntos cubos se necesitan para reproducir la figura 5?

¢Cudntos cubos se necesitan para reproducir la figura 10?
Completen la siguiente tabla.

SNk =-

Nimero de la figura 10
Total de cuadros en la figura 66 325

7. Expliquen cémo determinaron el ndmero de la figura cuando ésta tiene en
total 325 cuadros.

8. Expliquen cémo se puede determinar el total de cuadros de cualquier figura
como las anteriores, si se conoce el ntimero de la figura.

Exposicion del trabajo realizado
Los alumnos exponen la forma en que resuelven los incisos del apartado anterior
y comparan sus respuestas con las de sus demds compafieros.



Lo QUE HICIERON LOS ALUMNOS
Respuestas esperadas

Primera sesion de trabajo

Algunas de las respuestas dadas por los alumnos cuando verificaron el juego ma-
temdtico y descubrieron por qué el mago podia adivinar el resultado se ilustran
a continuacion.

Un alumno escribid las siguientes operaciones para verificar el juego mate-
madtico con el nimero 2 (que corresponde al nimero pensado): 2 + 10 = 12,
10 -2 =28,y 12 + 8 = 20. Una vez hecha la verificacién, agregd: “Lo que falta
para 20 lo hayas en la diferencia”.

Otra explicacién fue:

Al sumar una cantidad variable entre 1 y 10 a la constante 10, te da una determinada
cantidad, y al restarle a 10 esta variable te da la diferencia entre el resultado de la
primera cantidad y el 20.

Estas frases trataron de justificar por qué el resultado siempre era 20. En ellas, los
alumnos consideraban que una vez obtenido el resultado de la primera operacién
(la suma: 2 + 10 = 12) y la segunda (la sustraccién: 10 — 2 = 8), obtenfan las
cantidades necesarias para completar siempre 20.

Los alumnos también mencionaron lo siguiente: “Estd jugando (refiriéndose
al mago) con los nimeros”. Vincularon esta ultima frase con las operaciones
involucradas en el juego, es decir, a través de dichas operaciones el mago “juega
con los ndmeros”.

Una respuesta mds fue la siguiente:

El mago puede adivinar la respuesta porque a la constante, que es el nimero 10, le
sumas y le restas el mismo ntimero, entonces, la constante se repite dos veces.
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Esta repuesta consideraba el hecho de anular el nimero pensado al efectuar
las operaciones inversas con él, prevaleciendo entonces dos veces la cantidad
a la que llamaban constante, 10. Hasta este momento de la clase los alumnos
habfan comprendido el juego matemdtico y eran capaces de explicar por qué el
mago adivinaba el resultado final.

Después se observo si los alumnos eran capaces de escribir en lenguaje al-
gebraico lo que hasta el momento habfan logrado verbalizar y ejemplificar. Un
alumno paso6 al pizarrén y escribid las siguientes expresiones que representaban
el juego del mago:

Z+10=X
10-Z=A
X+A=20

En esta expresion, Z representa al nimero que se pensaba, mientras X y A,
los resultados de la adicién y sustraccion respectivamente. Esto muestra que
los alumnos podian traducir al lenguaje algebraico el juego del mago y daban
significado a las literales utilizadas en las expresiones escritas.

Enlaextensiondeljuego matemdtico un alumno escribié laexpresion (x+ 14) +
(14 -x)=28yanadio: “xesel nimero que pensamos”. Esta expresién modificaba el
resultado finalde 20 a 28, y utilizaba 14 como cantidad constante (asile llamaban los
alumnos). Esta expresion fue la primera escrita en unasolalineay utilizabalos parén-
tesis para agruparlasoperacionesindicadasen eljuego del mago. El maestro pregunté
a los alumnos qué debian modificar en la expresion (x + 14) + (14 — x) = 28
para obtener 72 como resultado; respondieron: “Cambiar 14 por 36 para que me
dé 727. Los alumnos fueron capaces de representar algebraicamente el juego y
modificar el resultado final, dando sentido a la literal utilizada.

La dltima actividad de la sesién consisti6 en escribir una expresion algebraica
en la que el resultado final fuera cualquier cantidad. Las expresiones escritas por
los alumnos fueron las siguientes:



A+ X =8B,
X-A=C,
C+B=X+X.

El alumno que escribié las expresiones, anoté un ejemplo, en donde A = 5y
X =30:
5+ 30 =35,
30 -5=25,
25 + 35 =30 + 30 = 60.

Otra expresion escrita en una sola linea fue (d + x) + (x — d) = F. En esta ex-
presién la variable 1 (v,) era d, la variable 2 (v,) era x y la variable v, fue F. Las
tltimas dos expresiones utilizaban cuatro y tres variables, por lo cual se pidi6 a
los alumnos rescribir la expresion algebraica usando sélo dos variables, para lo
cual identificaron que una de las variables podia ser escrita en funcion de otra:
“La variable F siempre va a ser el doble de la variable 2 (la cual es x)”. La nueva
expresion consideraba s6lo dos variables: (d + x) + (x — d) = x*2.

El maestro invité a los alumnos a pensar en la posibilidad de cancelar los
paréntesis de la dltima expresion escrita; sin embargo, esta transformacion de
la expresién no fue inmediata y los alumnos consideraron que podia afectar el
resultado. Un alumno comenté que él habia hecho las operaciones sin considerar
los paréntesis y habfa obtenido el resultado esperado; para ello asigné a d el valor
de 5y ax el valor de 10, obteniendo como resultado el doble de x:

5+ 10+ 10-5=10*2.
Al final de la sesién, los alumnos escribieron expresiones algebraicas relacionadas
con el juego matemadtico del mago y habfan dado sentido a las literales utilizadas.

Todas las expresiones algebraicas escritas en esta primera sesién fueron generadas
por los propios alumnos.
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Segunda sesién de trabajo

Primera secuencia de figuras

Losalumnos no tuvieron dificultades para determinar el niimero de cubos necesarios
para reproducir las cinco primeras figuras de la secuencia geométrica mostrada en
la figura 1, ya que podian contar directamente los cubos. Sin embargo, cuando
requirieron conocer el nimero de cubos para un ntimero de figura del que no
conocian el comportamiento de la anterior, acudieron entre otras estrategias a
elaborar una tabla como la siguiente.

Namero , .
Numero Cantidad a
de la
de cubos sumar
figura

+11

En esta tabla, la primera columna corresponde al ndmero de la figura, la segun-
da al total de cubos en la figura, y la tercera es la cantidad que los alumnos sumaban al
total de cubos de una figura para conocer los cubos de la figura siguiente, por
ejemplo: como la figura 3 requiere de nueve cubos, sumaban 7 unidades al 9
para determinar el total de cubos de la figura 4, en este caso 16. Varios alumnos
usaron este procedimiento para determinar el total de cubos de una figura. En
la siguiente tabla se ilustra parte del proceso para determinar el total de cubos
de la figura 10.



Nimero Nimero Cantidad a

de figura de cubos sumar
+17
+19
100

Otros alumnos identificaron una relacién entre la primera y la segunda columna
de la tabla anterior y mencionaron: “Se multiplica el nimero de la figura en ella
misma”. Una vez reconocida esta relacion, los alumnos no tuvieron dificultades
para completar la siguiente tabla.

Nimero de Total de cuadros
figura en la figura
225

Para determinar el namero de la figura a partir del total de cuadros, los alumnos
calcularon la raiz cuadrada del total de cuadros de la figura; por ejemplo, siendo
15 la raiz cuadrada de 225, la figura que tenfa 225 cuadros es la 15. Por dltimo,
los alumnos escribieron una expresién algebraica que representa la relaciéon
identificada, la cual es A>= B, en donde A era el nimero de la figura y Bel total
de cuadros de la figura.

Segunda secuencia de figuras

Para la secuencia geométrica de la figura 2, los alumnos determinaron el nimero
de cubos para reproducir las primeras cinco figuras sin problemas; sin embargo,
cuando se trat6 de un nimero de figura mayor, usaron otras estrategias. Una de



las estrategias fue la misma que emplearon para la secuencia de la figura 1, la
cual se muestra en la siguiente tabla.

No. de No. de Cantidad a
figura cubos sumar

La tercera columna de la tabla es la cantidad que se debe sumar al total de cubos
de una figura para determinar el total de cubos de la siguiente. En este caso, si
la figura 6 tiene 21 cuadros, deben sumarse siete y 21 para encontrar el total de
cubos de la figura 7, que es 28. Un alumno describié este método con la siguiente
frase: “el resultado anterior se suma al niamero de la figura”. Por ejemplo, para
determinar el total de cuadros de la figura 10, fue necesario sumar al total de
cuadros de la figura 9 (“el resultado anterior”) la cantidad de 10 (“se suma al
ntmero de la figura”), en este caso, 45 + 10 = 55.

Cantidad a
sumar

Con este primer método los alumnos completaron la siguiente tabla (las celdas
con numeros en negritas son las que complearon los alumnos).

Total de cuadros

Nuamero de la figura en la figura

325
1 000
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Esta estrategia no fue la més prdctica para determinar el total de cuadros de la
figura 1 000. Un alumno sugirié: “Para la figura 1 000 hay que multiplicar a la de
10 por 100”. Esta propuesta la hizo sabiendo que la figura 10 tiene 55 cuadros,
y propuso multiplicar 55 x 100, lo cual daba como resultado 5 500 cuadros para
la figura 10. Este resultado no es correcto, por lo cual fue necesario considerar
otra estrategia. Una alumna, haciendo alusién a la estrategia hasta el momento
utilizada, planteo lo siguiente: “Tenemos que sacar el nimero de cuadros de la
figura 1 000, primero tenemos que saber cudntos cuadros tiene la 998 y para
saber la 998 1a 997 y asi sucesivamente, ;tenemos que sacar todo? Debe de haber
un método”. Esa alumna reconocfa que para la figura 1 000 esta estrategia no
es practica y pregunto si habia un método, lo cual se convirti en la siguiente
tarea de la clase: Hallar un método para determinar el total de cuadros de la
figura 1 000.

Respuestas no esperadas

El método encontrado por un alumno para simplificar la manera de determinar el
total de cuadros de una figura fue una de las respuestas no esperadas y orient6 la
sesion de trabajo hacia una forma distinta a lo planeado originalmente. El alumno
escribid en el pizarrén en forma vertical y en orden descendente los ntimeros
del 6 al 1; separé al ntimero 6 de los demds y sumé al 5 con el 1 y al 4 con el
2, quedando el 3 solo (mediante lineas relacioné al 5 con el 1 y al 4 con el 2).
En seguida, efectio las operaciones 6 x 3 = 18 y 18 + 3 = 21, y concluyé que
la figura 6 tenfa 21 cuadros. En su explicacién el alumno dibujo la figura que
se muestra a continuacion y relaciond las diferentes columnas. Se puede observar
que la primera columna (de seis cuadros) quedaba sola, la segunda (de cinco
cuadros) se juntaba con la tltima de un solo cuadro, y la tercera (de cuatro cua-
dros) con la pentltima de dos, quedando sola la columna de tres cuadros. De
esta forma quedaban tres columnas de seis cuadros y una de tres.



Una vez que explicé su método lo usé para la figura 1 000. Entonces escribi6 la
siguiente lista de nimeros asocidndolos en parejas.
1000

999
908

En esta ocasion, el alumno obvié los nimeros intermedios y sélo anoté los dos
primeros y los tres ultimos de entre el 1 y el 1 000. Enseguida efectud las opera-
ciones 1 000 x 500 = 500 000 y 500 000 + 500 = 500 500; por lo tanto, la figura
1 000 tenfa 500 500 cuadros.

Las distintas consideraciones para determinar el ntimero de cuadros de un
numero de figura par o impar, usando el segundo método, hicieron que el maestro
pidiera a los alumnos escribir una expresion algebraica para determinar el total de
cuadros para el caso en que el nimero de la figura es impar y otra para cuando
es par. Esta situaciéon modificé lo planeado al inicio, ya que no se pretendia que
los alumnos distinguieran dos casos; sin embargo, esta situacién apareci6 durante
el desarrollo de la clase.
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La expresion para un nimero de figura impar escrita por un alumno es
((F-1) +2+1)xF, donde F es el namero de la figura.
Un ejemplo usando la formula con la figura 13 fue el siguiente:

13-1=12,(F-1),
12+2=6,(F-1)=2,
6+1=7,F-1)+2+1,
Tx13=91,(F-1)+2+1) x F.

Por lo tanto, la figura 13 tiene 91 cuadros.
De hecho, esta férmula también funciona para las figuras de nimero par; sin
embargo, esto ya no fue posible aclararlo porque se agoté el tiempo de la clase.
La expresion escrita para un nimero de figura par es

A+ 2 = B, donde A es el nimero de la figura y B las veces que se multiplica
por A.

(B + 1) x A+ B, donde B es el total que se multiplica por el nimero de la
figura A.

Un ejemplo usando la férmula con la figura 6 fue:

6+2=3 A+2,
B+1)=4,B+1,
4x6=24 (B+1)xA,
24+3=27,(B+1)xA+B.

Sin embargo, el resultado obtenido no correspondia al niimero de cuadros de la
figura 6, por lo que el alumno que escribi6 la férmula dijo: “le cambio el mas por
el menos”, y entonces corrigid la expresién de la siguiente forma:
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(B+1)xA-B.

También corrigio el ejemplo:

6+2=3,
3x6=18,
18 +3 =21.

Por lo tanto, la figura 6 tiene 21 cuadros.

Esta segunda féormula tambi¢n determinaba el nimero de cuadros para una
figura de numero impar; sin ¢mbargo, tampoco fue aclarado.

Enlasegundasecuenciade figuraslos alumnos invirtieron bastante mds tiempo
de lo previsto en la planeacion inicial, 1o cual no permitié revisar con detalle las
expresiones escritas para determinar el ndmero de cuadros de una figura. Los
alumnos escribieron dos expresiones que funcionaban para cualquier nimero
de figura (par e impar).

Dificultades

En la segunda sesién y la tltima secuencia de figuras geométricas, los alumnos
requirieron de mayor tiempo del planeado originalmente para encontrar un
método que les permitiera encontrar en forma rdpida el nimero de cuadros de
cualquier figura. De hecho, esta situacién provocéd que la sesién se extendiera
més tiempo del previsto.

Es muy probable que los alumnos tardaran en encontrar un nuevo método
porque centraban su atencién en tablas como la siguiente.

umero dela , Total de
figura l cuadros
1 1

2
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Los alumnos exploraron con las cantidades registradas en las tablas para
encontrar posibles relaciones; sin embargo, como es posible observar, las ex-
presiones algebraicas escritas al final de la sesién de trabajo no representaban
relaciones sencillas; son de segundo grado. Es probable que si los alumnos
se hubieran auxiliado de figuras geométricas, o el maestro hubiera alentado
su uso, pudieran haber encontrado un método que les abreviara el trabajo,
como fue el caso del alumno que encontré un método basado en una inter-
pretacion geométrica.

PLANEACION DE LAS ACTIVIDADES CON LOS MAESTROS: ACTIVIDADES, TIEMPO,
DESCRIPCION Y RECURSOS

Cépsula de video (8 min). Proyeccién de un video que presenta un juego ma-
temdtico.

Trabajo en equipo (5 min). Los maestros resuelven actividades relacionadas con
el video proyectado (hoja de trabajo).

Exposicion del trabajo realizado (5 min). Después de un tiempo se exponen y
confrontan las soluciones (pizarrén y marcadores).

Segundo juego matemdtico (5 min). Los maestros discuten un segundo juego
matematico (pizarrén y marcadores).

Primera secuencia de figuras geométricas (1 min). Los maestros observan una
secuencia de figuras geométricas formada con cubos de madera (cubos de
madera).

Trabajo en equipo (5 min). Los maestros responden una serie de preguntas rela-
cionadas con las figuras (hoja de trabajo y cubos de madera).

Exposicion del trabajo realizado (3 min). Después de un tiempo se exponen y
confrontan las soluciones (pizarrén).

Segunda secuencia de figuras geométricas (1 min). Los maestros observan una
segunda secuencia de figuras geométricas construida con cubos de madera
(cubos de madera).
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Trabajo en equipo (12 min). Los maestros responden una serie de preguntas
relacionadas con las figuras (hoja de trabajo y cubos de madera).

Exposicion del trabajo realizado (5 min). Después de un tiempo se exponen y
confrontan las soluciones (pizarrén).

DESCRIPCION DE LAS ACTIVIDADES

Cépsula de video
Los maestros observan un video relacionado con un mago que hace el siguiente
juego matematico:

Piensa en un numero entero que esté entre 1 y 10, a ese nimero siumale 10 y anota
el resultado. Ahora réstale a 10 el numero que pensaste y anota el resultado. Suma
los dos resultados que anotaste. ;Qué resultado final obtuviste?

Trabajo en equipo
Los maestros resuelven las siguientes actividades:

Descubran la razén por la que el mago puede adivinar el resultado.
Escriban una férmula que represente el juego del mago.
Modifiquen la férmula para que el resultado final sea distinto de 20.
Escriban una férmula que considere diferentes resultados al final.

b=

Exposicion del trabajo realizado
Los maestros comentan las respuestas dadas a las actividades propuestas.

Segundo juego matematico
Los maestros discuten un juego matemdtico en el que es posible adivinar un
numero pensado, el cual es el siguiente:

Piensen un numero.
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Sumen 3 al nimero que pensaron.

Eleven al cuadrado el resultado anterior.

Resten 9 al resultado anterior.

Dividan el resultado anterior por el niimero que pensaron.
Digan cudl fue su tltimo resultado.

iEl nimero que pensaron es...!

Primera secuencia de figuras geométricas
Los maestros observan la secuencia de figuras construidas con cubos de madera
que se muestra en la figura 1.

Trabajo en equipo
Los maestros resuelven las siguientes actividades relacionadas con la secuencia
de figuras geomeétricas:

. Reproduzcan las tres figuras anteriores usando los cubos de madera.
. ¢Cuantos cubos necesitaron para reproducir cada figura?

. ¢Cudntos cubos se necesitan para reproducir la figura 4?

¢Cudntos cubos se necesitan para reproducir la figura 5?

¢Cuéntos cubos se necesitan para reproducir la figura 10?

. Completen la siguiente tabla.

.

CUhAWN~

Total de cuadros

Numero de la figura en la figura

225

7. Expliquen cémo encontraron el ntiimero de la figura cuando ésta tiene en
total 225 cuadros.
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8. Expliquen c6mo se puede determinar el total de cuadros de cualquier figura
como las anteriores, si se conoce el nimero de la figura.

Exposicion del trabajo realizado
Los maestros exponen las respuestas dadas a las actividades del inciso anterior.

Segunda secuencia de figuras geométricas
Los maestros observan la secuencia de figuras construidas con cubos de madera,
mostrada en la figura 2.

Trabajo en equipo
El coordinador del taller muestra a los maestros la figura 2 con cubos de madera
y les pide lo siguiente:

Expliquen cémo se puede determinar el total de cuadros de cualquier figura
geométrica de la secuencia de figuras geométricas mostrada.

Exposicion del trabajo realizado
Los maestros exponen al grupo las estrategias implementadas para determinar el
total de cuadros de cualquier figura de la secuencia mostrada en la figura 2.

Lo QUE HICIERON LOS MAESTROS
Respuestas esperadas

Para la primera actividad, el juego del mago, los maestros justificaron por qué
el mago podia anticipar el resultado, escribieron una expresion algebraica para
representar el juego matemadtico y modificaron la expresién para que el resul-
tado fuera cualquier cantidad. Para el segundo juego matematico, los maestros
justificaron por qué era posible adivinar el nimero pensado, considerando pasos
como las siguientes:




Piensen un nimero: n

Sumen 3 al nimero que pensaron: n+3

Eleven al cuadrado el resultado anterior (n+ 3)?
Resten 9 al resultado anterior: (n+3)72-9
Dividan el resultado anterior por el niimero que pensaron: (n +n3)2 -9
Digan cudl fue su ultimo resultado: n+6

iEl nimero que pensaron es...! n+6-6

En la primera secuencia de figuras geomeétricas, los maestros encontraron la
relacion entre el nimero de la figura y el nimero de cuadros: el total de cuadros
de una figura es igual al cuadrado del nimero de la figura.

También vincularon las figuras geométricas con la relacién encontrada, median-
te la manipulacién de los cubos de madera, como se ilustra a continuacién.

Figura 1 12=1

Figura 2 22-4

Figura 3 32=9



En cuanto a la segunda secuencia de figuras geométricas, un maestro menciond

de inicio que la relacién entre el nimero de la figura y el total de cuadros era “la

férmula de Gauss”: ”(";Q, n siendo el nimero de la figura.

Con base en lo anterior se pidié a los maestros manipular los cubos de madera
para encontrar el vinculo entre la expresion conocida y las figuras geométricas.
Hacia el final de la sesién se mostré una forma de relacionar las figuras geométricas
con “la férmula de Gauss”, la cual se ilustra a continuacion.

Figura Reconfiguracion Ca culos

(n+1)=5

;’ (n+1)=2x5=10

La figura 4 tiene 10
cuadros

(n+1)=6

; (n+1)=25x6=15

La figura 5 tiene 15
cuadros
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Respuestas no esperadas

Las distintas respuestas de los maestros durante el taller pueden considerarse
como dentro de lo esperado durante la planeacién. Tal vez lo que no se esperaba
es que les tomara un poco mas del tiempo de lo que se tenia planeado, lo cual se
puede justificar con la explicacién que se da en el siguiente apartado.

Dificultades

Una dificultad que se observé en el trabajo con los maestros fue cuando debian
relacionar la expresion "n+1) con las construcciones geomeétricas correspon-
dientes. Aun cuando un rr%aestro conocfa con anterioridad esta expresion, le
resulté dificil relacionarla con las representaciones geométricas. Esta dificultad
parece surgir a causa del poco uso, por parte de los maestros, de actividades que
promuevan el reconocimiento de generalizaciones y la escritura de su represen-
tacion algebraica a partir de representaciones geométricas. Lo mismo se observo

en el trabajo con los alumnos.

Lo QUE APRENDIERON LOS ALUMNOS

Durante las dos sesiones de trabajo, los alumnos pusieron en juego sus conoci-
mientos para dar respuesta a las diferentes actividades de tipo generativo y de
metanivel global, mostrando que fueron capaces de:

e Encontrar estrategias a partir de sus conocimientos aritméticos para resolver
las actividades, mediante diversas exploraciones.

e [dentificar regularidades y patrones a partir de sus estrategias aritméticas.

e Construir expresiones algebraicas que representan las regularidades y patrones
identificados a partir de su trabajo de exploracion.
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e Dar sentido a expresiones algebraicas de acuerdo con el contexto en el que
se estaba trabajando.

Las respuestas que ofrecieron los alumnos a los problemas que se les plantearon
nos permiten decir que fueron capaces de identificar diversas generalizaciones y
expresarlasa través del lenguaje algebraico; en términos de Kieran (1989), estuvie-
ron realizando actividades propias del pensamiento y simbolismo algebraico.
Alolargo de las sesiones recrearon conceptos y reglas matematicas que permi-
tieron a los alumnos avanzar en su trabajo; por ejemplo: el uso de literales como
variables e incognitas, el uso de paréntesis para asociar operaciones, la nocién de
equivalencia y el cdlculo del valor numérico de expresiones algebraicas.

RECOMENDACIONES PARA LA ENSENANZA

Una constante en las sesiones de trabajo con los alumnos fue que el maestro
fungié como moderador de las respuestas de los alumnos y ayudé a reorientar
las sesiones en los casos en que fue necesario. Esto propicié que el maestro
respetara casi todas las respuestas de los alumnos tal como las presentaban,
asi como el lenguaje que utilizaban al formular sus explicaciones. En esta
modalidad de trabajo es muy comun que los alumnos utilicen expresiones
orales y escritas que “parecieran” no ajustarse a la matematica convencional.
Es importante senalar que el maestro, conforme van avanzando las diferentes
sesiones de trabajo con los alumnos, busca los momentos adecuados para in-
troducir el uso de un lenguaje y escritura formales, acorde a las matemadticas,
con la finalidad de no irrumpir en el tren de razonamiento de sus alumnos,
aunque ellos estén expresandose de manera no ortodoxa. Por ejemplo, durante
las sesiones de trabajo el maestro utilizé la palabra “férmula” cuando pedia a
los alumnos que simbolizaran algebraicamente sus generalizaciones, y poste-
riormente fue introduciendo términos més precisos como expresion algebraica,
literal y ecuacion.
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No es raro que surjan una gran variedad de respuestas cuando los alumnos
se desenvuelven en un ambiente de aprendizaje cooperativo. Buena parte de las
ideas que proponen los alumnos no son las que el maestro estd esperando. Sin
embargo, le informan de lo que ellos estdn pensando e incluso de su competencia
matemdtica para el problema que se estd resolviendo. Por esto es importante no
desestimar ninguna de las respuestas, ya que ellas pueden permitir, entre otras
cuestiones, abordar contenidos matemdticos que no estaban previstos en la pla-
neacion original, identificar las concepciones erréneas de los alumnos, disponer
de una mayor cantidad de posibles soluciones para un mismo problema e incluso
argumentos para validar las distintas respuestas.

Por ejemplo, cuando los alumnos construyeron expresiones algebraicas para el
juego matemdtico del mago y construyeron la expresion (d + x) + (x — d) = x*2,
fue evidente que en ese momento no contaban con el dominio de reglas mate-
maticas que les permitieran manipular la expresién para reducirla y comprobar
algebraicamente su equivalencia con otras expresiones que otros alumnos habfan
generado, aunque s lo hicieron mediante la asignacion de valores numéricos alas
literales. En sesiones posteriores estas expresiones pueden ser un buen pretexto
para iniciar a los alumnos en el estudio de las reglas mateméticas que permiten
la cancelacién de paréntesis y la reduccion de términos semejantes.

Una situacién en la que un alumno dio una respuesta con una concepcion
errénea fue cuando propuso: “Para la figura 1000 multiplicar a la de 10 por 100”.
En larespuesta del alumno, se puede observar que tenia la idea de que eralineal el
incremento de la cantidad de cuadros de una figura a otra; sin embargo, al alumno
se le permiti6 exponer su estrategia y tuvo oportunidad de corregirla al escuchar
las soluciones encontradas por sus compafieros. El trabajo en equipo propicio la
validacién de las respuestas de los alumnos; otro factor que desempefié un papel
importante en este aspecto fue que la respuesta a un problema no estaba limitada
a una sola forma de resolucién. Por ejemplo, cuando un alumno encontré un
resultado mediante su método, otro alumno comprobaba dicha respuesta con su
propio método, de tal modo que habfa la posibilidad de contrastar los resultados
Y, en su caso, reconsiderarlos.



Una ultima recomendacién que nos permitimos proponer es que el maestro
oriente a los alumnos para que no sélo se limiten al trabajo simbdlico, sino que
ademds acudan a las representaciones geométricas para auxiliarse en la construc-
cién de expresiones algebraicas que expresen sus generalizaciones. De esta forma
se espera que tengan la posibilidad de vincular lo geométrico con lo simbdlico y
le den un sentido mds preciso a lo que estdn realizando.

AMPLIACION DEL TEMA

En las actividades realizadas con los alumnos existen contenidos matemadticos
implicitos que, por su nivel de complejidad o porque no eran el propésito central,
no fueron abordados. A continuacién se presentan algunos de ellos.

Progresiones aritméticas
Veamos la siguiente secuencia de nimeros:
3,5,7,9 11, ...

En este caso cada numero es dos unidades mayor que su precedente. En la se-
cuencia 10,9, 8,7, 6, ... cada nimero es una unidad menor que el precedente.
Este tipo de secuencias se llaman progresiones aritméticas.

Unaprogresion aritmética es una secuencia de nimeros en la que cada término
es la suma del numero precedente y una cantidad constante. Esta cantidad se
conoce como la diferencia comun. O simplemente la diferenciade la progresién
aritmética. Por ejemplo, en las progresiones 3, 5,7,9, 11, ...y 10,9, 8,7, 6, ...
la diferencia comun es 2 y —1 respectivamente.

En ocasiones es ttil determinar un término de una progresién aritmética,
por ejemplo, en la progresién 3, 5, 7, 9, 11, ... el séptimo término es 15.
¢Pero qué sucede si se desea conocer el milésimo término de la progresion

60



e e T .

2,3,4,5,06,...2 Veamos un caso parecido: Si la progresiénes 1, 2, 3, 4, 5,...,
el primer término es 1, el segundo, 2,..., y el milésimo término 1 000. En esta
progresion, cada término es mayor que su precedente por una unidad. Enton-
ces, en el caso original el milésimo término de la progresién es 1 001.

A continuacion, propondremos una forma general para determinar el enési-
mo término de una progresion aritmética. El primer término de una progresién
es a y su diferencia es d. Encuentre el milésimo y el enésimo términos de la
progresion. Se tiene que

ler. término = a

2° término =a + d
3er. término = a + 2d
4°, término = a + 3d
5° término = a + 4d

milésimo término = a + 9994
enésimo término =a + (n-1)d......... (1)

Utilizando (1) para el caso de encontrar el milésimo término de la progresién
2,3,4,5,0,...,setiene que a = 2, d=1yn =1 000; al sustituir y resolver,
tenemos quea + (n— 1)*d =2+ (100 — 1)*1 =2 +999 =1 001.

La suma de una progresion aritmética

Una actividad comun con las progresiones aritméticas es encontrar la suma
de determinada cantidad de sus términos; por ejemplo, calcular la suma
1+3+5+7+...4999. Un primer paso es determinar cudntos términos hay
en la suma. Utilizando (1) podemos encontrar una expresioén para el enésimo
término de esta progresion, el cuales 1 + (n—1)*2=2n-2+1=2n-1.Sise
desea encontrar la suma hasta el término que ocupa el lugar 999, n debe ser igual
a 500, porque 2n — 1 = 999. Asf que la suma contiene 500 términos. Entonces
podemos organizar todos los términos en 250 parejas asf:



(1+999)+ (3 +997) + ... + (499 + 501).

La suma de cada pareja es igual a 1 000. Y como hay 250 parejas, entonces la
suma es igual a 250 000.

Considérese ahora lo siguiente: El primer término de una progresién que
contiene n términos es a y su Ultimo término es b. Determine la suma de sus
términos.

Siguiendo un procedimiento similar al del ejemplo anterior, al agrupar los
términos en parejas se obtienen '2' parejas, y la suma de cada una de ellas es
a + b. Asi que, la suma de sus términos estd dada por la expresién

n(a+b)

5 .. (2).

Esta férmula debe tener ciertas consideraciones, ya que de acuerdo a como fue
derivada es correcta si n es par. En el caso de que n sea impar, el término de
enmedio queda sin pareja. Sin embargo, la respuesta es valida para ambos casos.
Para evitar la distincién entre un nimero de términos impar y par, se realizara la
siguiente consideracion. Sea la siguiente suma la que estd en cuestién:

S=3+5+7+9+11

Rescribiéndola en el orden inverso, tenemos: S =11 +9 +7 + 5 + 3.
Ahora, sumando las dos igualdades:

2S=3+5+7+9+11
+11+9+7+5+3

Cada columna tiene dos ntimeros cuya suma es 14:

3411=54+9=7+7=9+5=11+3=14.
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Entonces, 25 =5x 14=70yS="* =35,

Para el caso general, se tienen n columnas cuya suma es igual a la suma del
primero y el ultimo términos, esto es, a +b, por lo tanto, la férmula queda como
en (2):

_n(a+b)'
2

Este argumento da validez al uso de (2) para n par e impar y puede ser ilustrado
mediante las figuras 1 y 2. Lasuma 3 + 5+ 7 + 9 + 11 se ilustra en la figura 1.

S

Figura 1

Dos de estas piezas configuradas adecuadamente conforman un recténgulo de
5x14 (véase la figura 2).

Figura 2
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Consideremos ahora la siguiente progresion aritmética:
1,3,5,7,9, ...

¢Cudl es la suma de los primeros n términos? En la figura 3 se puede observar
geométricamente que la suma de los primeros n términos es un cuadrado: 1 = 12
1+3=22,1+3+5=3%1+3+54+7=41+3+5+7+9=52

Figura 3

Si se usa la férmula S = " (“2‘“ b se sabe que a = 1; y como b es un ndimero
impar, podemos expresarlo como 2p — 1, con p =1, 2, 3, 4, ... . Sustituyendo,
la formula que se obtiene es

_ n(1+2p—l) n(2p)
S§= "2

=nXxXp,

pero n y p son iguales. Por ejemplo, si se toman los primeros 4 términos de la pro-
gresion (n =4), b =7, y este valor se puede determinar mediante la expresion
2p — 1, con p =4. Por lo tanto, n = p. Entonces, la suma puede expresarse como
S = n?, 1o cual indica que la suma de los primeros n términos es el cuadrado de
un nmero natural.
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Progresiones geométricas
En las siguientes secuencias de nuimeros, cada término que sigue es mayor o
menor tantas veces que el anterior.

5, 20, 80, 320, ...

18,9, 2, 2,

2 4
En la primera secuencia cada término es cuatro veces mayor que el anterior y
en la segunda, la mitad. A estas secuencias de numeros se les llama progresiones
geométricas.

Una progresién geométrica es una secuencia de nimeros donde cada término
es el producto del nimero precedente por un nimero fijo. Esta cantidad fija se
conoce como larazén de la progresién geométrica. Por ejemplo, en las secuencias
anteriores las razones son 4 y %

En una progresion geométrica es posible determinar el valor de un cierto tér-
mino. Por ejemplo, en la progresién geométrica 5, 20, 80, 320, ..., encontremos
el vigésimo término.

Una posible forma es continuar la secuencia hasta el 20° término:

5, 20, 80, 320, 1 280, 5 120, 20 480, 81 920, ..., 1 374 389 534 720.

Asi que el vigésimo término de la progresién es 1 374 389 534 720. Sin embargo,
podemos intentar hacer un analisis de la situacién y observar lo siguiente.

ler. término 5=5.40
2°. término 20 = 5-4!
3er. término 80 = 5-42
20°. término 1374 389 534 720 = 5-4"
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Esta situacién nos orienta en una generalizacién que nos ayude a determinar un
término de la progresiéon geométrica. Esto se ilustra a continuacion.

ler. término a=aq

2°. término aq=aq'

3er. término aq’

4°, término aq’
enésimo término aq-!

La expresién a- ¢™' nos permite determinar el enésimo término de la progresion
geométrica, en donde a es el primer término de la progresion, g es la razén y n
es el numero del término.

La suma de una progresion geométrica
Si a es el primer término de una progresiéon geométrica, g es la razén y n es el
enésimo término, entonces, para calcular la suma de los primeros n términos se
puede considerar lo siguiente.

La suma que se desea obtener es a + aq + ag*+ ... + ag™', a la cual deno-
taremos con S:

S=a+aq+aq*+...+ aq™'.

Multiplicando a S por ¢, obtenemos

gS=aq+aq* + ...+ aq"" + aq".

Si restamos las expresiones,
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gS=aq +aq*+ ...+ aq"" + aq",
S=a+aq + aqg*+...+ aq"’,

nos queda
qS - S =aq" - a.
Descomponiendo en factores,
(g-1S=a(g"- 1.

Entonces,
S=a? -1
qg-1
Por ejemplo, la suma de los primeros siete términos de la progresién 1, 3, 9,
27...es

3-1 2187-1_2186

= =1 093,
3-1 2

S=()
¢Qué sucede cuando g = 1? La razén de la progresién geométrica es 1 y entonces
todos los términos de la progresién son iguales. Por ejemplo, una progresion con
esta condiciénes 7,7,7,7, ... .

En este caso la suma es na (n el enésimo término y a el primer término de
la progresién).

Método de diferencias

Una de las estrategias de los alumnos para determinar el niimero de cuadros de una
figura consisti6 en identificar la cantidad que se debfa sumar al total de cuadros de
la figura anterior, la cual s conocfan. La tabla que se muestra a continuacion ilustra
esta estrategia.
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Total de Cantidad a

Figura
gur cuadros su ar

+11

Sin embargo, la estrategia resultaba poco practica cuando se trataba de un nimero
de figura muy grande. Asi que tuvieron que buscar otras formas de solucion.

En esta estrategia los alumnos de manera implicita encontraron la diferencia
entre el total de cuadros de una figura y la siguiente. Si hubieran continuado con
este proceso habrfan observado que al determinar la segunda diferencia el valor
que se encontraba era constante, como se muestra a continuacion.

Figura Total de Primera Segunda
cuadros diferencia diferencia
4-1=3
5-3=2
9-4=5
7-5=2
16-9=7
0-7=2
25-16=9
11-9=2

36-25=11



En esa propiedad se basa el Método de diferencias, método que se usa para
construir una funcién cuyos valores corresponden a un patrén numérico dado.
A continuacion se muestra el uso de este método.

Existen reglas que pueden identificarse con cierta facilidad, a partir de tablas
de entrada y salida, como las siguientes.

y y

Las reglas que gobiernan esos patrones numeéricos son accesibles a muchos alum-
nos mediante el ensayo y error, lo cual les permite construir con cierta facilidad
la férmula respectiva y completar cada una de las tablas. Sin embargo, también
se puede aprovechar esto para que los alumnos efectien una serie de observa-
ciones con una nueva columna en la tabla, la cual contiene la diferencia entre
dos valores consecutivos de /a variable y. Las siguientes tablas, ya completadas,
incluyen la tercera columna (D), en la que estd registrada la diferencia entre las
y’s consecutivas (que es la misma para todas); abajo de cada tabla estd escrita la
férmula que representa a cada patrén.

=4x+ 1

<
I
g
+
w

y:2x+l y=3X+l

~
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Como se observa, las tres funciones son de la forma y = mx + b. Se sugiere que
los alumnos observen que b = y cuando x es cero (estd sombreado en cada una
de las tablas). También, que la primera diferencia en todos los casos es constante,
la cual coincide con el valor de m. Por ejemplo, en la primera tabla la funcién
esy=2x+ 1 ym=2, valor que coincide con los mostrados en la columna D,
que también son 2.

Veamos ahora algunas actividades en las que se trata de obtener una funcién
a partir de un patrén numeérico.

Primera actividad
¢Cuéntos rectdngulos hay en total en cada una de las siguientes figuras? Cons-
truye una tabla que incluya las diferencias entre las y’s consecutivas hasta que

esas diferencias sean una constante, y encuentra una férmula que te permita
determinar el total de rectdngulos para cada figura.

Por ejemplo, la figura 2 tiene tres rectdngulos, los dos que se resaltan a continua-
cion y el que los contiene a ambos.

Figura 2

La siguiente tabla incluye los valores que corresponden a las primeras figuras.
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Primera Segunda
Total de diferencia diferencia

Figura rectangulos

En este caso la primera diferencia de las y’s consecutivas no es constante sino
hasta la segunda diferencia. Ademds, no parece tan inmediato encontrar una
férmula. La expresion algebraica del patrén es y = %2 + %

Segunda actividad

;Cudl es la mayor cantidad de secciones que puedes obtener al hacer x nimero
de cortes en un circulo? Construye una tabla y encuentra una férmula que te
permita determinar el total de partes que puedes obtener con x cortes.

Las primeras cuatro figuras de esta actividad son las siguientes.

0 cortes 1 corte 2 cortes 3 cortes
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Una tabla que representa los datos de esta situacién es la siguiente.

D1 D2
Cortes Secciones

1
16

En esta actividad, al igual que en la anterior, hasta las segundas diferencias los
valores son constantes. La funcién que modela este patrén numérico es

x2 X
=+ +1,
2 2

En estas dos actividades el ensayo y error no permite a los alumnos encontrar
facilmente las férmulas respectivas. De acuerdo con la informacion registrada
en las tablas de diferencias, podemos determinar el valor del término indepen-
diente (constante) en cada funcién. En el caso de la primera tabla observamos
que cuando x = 0 también y = 0, asf que la constante es 0. En cuanto a la
segunda, cuando x = 0 se tiene que y = 1, entonces la constante es 1.

Para encontrar la férmula completa primero evaluemos y = ax? + bx + ¢ para
encontrar valores de y a partir de los de x.

D1 D2
a+b+c a+b
da +2b+ ¢ 3a+b
9a+3b + ¢ S5a+b
16a +3b + ¢ Ta+ b
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Analizando esta tabla se tiene lo siguiente:

e (Cuando x es cero, y = ¢ (el valor de la constante en y = ax?> + bx + ¢).

e [aprimera diferencia (D1) es a + b, la suma de los coeficientes de x? y x.

e Lasegunda diferencia es 2a, el doble del valor del coeficiente de x>.

e Elvalor de la primera diferencia cuando x =1 es a + b.

e Elvalorde aes ; de la segunda diferencia; asi que se puede encontrar el
valor de b sustrayendo a en la primera diferencia (a + b).

Por ejemplo, para la segunda de las actividades podemos derivar la férmula a
partir de estas observaciones.

e [a constante es el valor de y cuando x = 0, por lo tanto, la constante es 1.

e 2 =2a.Yaque D2 =1, entonces el valor de a es ; .

e Dlesa+b,Dl cuandox=1es1,yaes ; , entonces el valor de b es, en
este caso, también ;

Por lo tanto, la férmula es
1, 1 1 1
= x4+ x+l,a= , b= c=1.
4 2 2 2 2 v

En el caso de la segunda actividad se efecttia algo similar.

A continuacién veamos el Método de diferencias en una de las actividades
propuesta a los alumnos. Para ello, hay que considerar la siguiente secuencia de
figuras.
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La pregunta en esta ocasién es: ;Cudnto mide el perimetro de la enésima figu-
ra? Por ejemplo, la figura 3 tiene 12 unidades de perimetro, el cual se resalta a
continuacion.

Si se construye una tabla y se determina la primera diferencia entre el perimetro
de una figura con la siguiente, tenemos que la primera diferencia es constante.

Primera

Figura Perimetro . .
diferencia

De hecho, se trata de una relacién sencilla entre el nimero de la figura y su pe-
rimetro, la férmula es 4n, siendo n el nimero de figura. Sin embargo, siguiendo
el método de diferencias rescribamos la tabla de la siguiente forma.

Perimetro Primera

Figura n . .
g an+ b diferencia

a+b
2a+b
3a+b
4a+b
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Al comparar las expresiones de esta Ultima tabla con la anterior podemos deter-
minar las siguientes equivalencias: a =4y a + b = 4; entonces, b = 4 — a; por
lo tanto, b = 0; y como la férmula en este caso es de la forma an + b, entonces
la expresién queda como 4n.

Ahora se considera el caso en el que la segunda diferencia es constante; para
ello se usa la misma secuencia de figuras.

En este caso la pregunta es: ;Cudntos cuadros tiene la figura n? Por ejemplo, la
figura 3 tiene 6 cuadros.
La tabla con las diferencias, para esta secuencia de figuras, es la siguiente.

Total de Primera Segunda

Figura . . . .
g cuadros diferencia diferencia

Cuando la segunda diferencia es constante, la férmula que se obtiene es de la
forma an® + bn + ¢, una expresion de segundo grado, en donde n es el nimero
de la figura. De acuerdo con esta forma de la expresién rescribimos la tabla
anterior, la cual queda como se muestra a continuacion.
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T —

Figura Total de cuadros Primera Segunda

n an*+ bn + ¢ diferencia diferencia
a+b+c

3a+b
4a+ 2b + ¢

Sa+b
9a +3b+ ¢

Ta + b
16a + 4b + ¢

9a + b
25a + 5b + ¢

lla+ b
36a + 6b + ¢

Considerando las equivalencias entre las dos tablas, tenemos que
a+b+c=13a+b=2;y2a=1,

y podemos determinar los valores de a, by c. Se tiene entonces que

1 1
a=2,b=2,yc=0.

Entonces la férmula para determinar el nimero de cuadros de una figura n que
es de la forma an® + bn + ¢, €s

2
ln2+1n _ntn :n(n+1).
2 2 2
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ACTIVIDADES DE ENSENANZA
Hoja de trabajo de la primera clase

Juego matematico del mago

Piensa en un ndmero entero que esté entre 1 y 10, a ese ndmero stimale 10y
anota el resultado. Ahora réstale a 10 el nimero que pensaste y anota el resultado.
Suma los dos resultados que anotaste. ;Qué resultado final obtuviste?

Descubran la razén por la que el mago puede adivinar el resultado.
Escriban una férmula que represente el juego del mago.
Modifiquen la férmula para que el resultado final sea distinto de 20.
Escriban una férmula que considere diferentes resultados al final.

el o e

Hojas de trabajo de la segunda clase

Piramides
Observen las siguientes figuras:

[]

Figura 1 Figura 2 Figura 3

1. Reproduzcan las tres figuras anteriores usando los cubos de madera.
2. ;Cuéntos cubos necesitaron para reproducir cada figura?
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¢Cudntos cubos se necesitan para reproducir la figura 4?
¢Cudntos cubos se necesitan para reproducir la figura 5?
;Cudntos cubos se necesitan para reproducir la figura 10?
Completen la siguiente tabla.

o v kW

Nimero de Total de cuadros
figura _enlafigura

225

7. Expliquen cémo encontraron el nimero de la figura cuando ésta tiene en
total 225 cuadros.

8. Expliquen cémo se puede determinar el total de cuadros de cualquier figura
como las anteriores, si se conoce el nimero de la figura.

Escaleras
Observen las siguientes figuras:

Figura 1 Figura 2 Figura 3

Reproduzcan las tres figuras anteriores usando los cubos de madera.
;Cudntos cubos necesitaron para reproducir cada figura?
¢Cudntos cubos se necesitan para reproducir la figura 4?
;Cudntos cubos se necesitan para reproducir la figura 5?

ol o



5. ¢Cudntos cubos se necesitan para reproducir la figura 10?
6. Completen la siguiente tabla.

Total de cuadros en

Nimero de la figura ,??_ ﬁg‘}@

66
325
1000

7. Expliquen cémo determinaron el nimero de la figura cuando ésta tiene en
total 325 cuadros.

8. Expliquen cémo se puede determinar el total de cuadros de cualquier figura
como las anteriores, si se conoce el nimero de la figura.
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